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Knjiga će odlukom dekana Elektrotehničkog fakulteta biti korištena kao interni materijal za 
pripremu za upis na Elektrotehnički fakultet. 


Zabranjeno je svako parcijalno ili integralno umnožavanje ove knjige bez odobrenja izdavača. 


Predgovor 


Zbirka zadataka koja je pred vama nastala je kao produkt višegodišnjeg rada njenih autora na 
aktivnostima, vezanim za pripremu kandidata za polaganje prijemnog ispita na Elektrotehnič- 
kom fakultetu Univerziteta u Sarajevu. 


Zbirka zadataka obuhvata šesnaest oblasti koje se obrađuju tokom gimnazijskog školovanja u 
okviru predmeta matematika, a prepoznate su kao one od posebnog značaja za kandidate koji 
namjeravaju studirati na Elektrotehničkom fakultetu, pa su odabrane kao oblasti iz kojih se 
testira znanje na prijemnom ispitu. Pomenute oblasti uključuju brojne i algebarske izraze, 
polinome, klasične funkcije kao što su kvadratne, iracionalne, eksponencijalne, logaritamske i 
trigonometrijske, kao i jednačine i nejednačine navedenog tipa, te jednačine i nejednačine sa 
apsolutnim vrijednostima. Dio poglavlja posvećen je oblastima iz geometrije, kao što su osnove 
analitičke geometrije u ravni, planimetrija i stereometrija. Zbirka zadataka sadrži i poglavlja 
u kojima su obrađeni brojni sistemi, aritmetički i geometrijski nizovi, kompleksni brojevi i 
osnove kombinatorike. Dodatno u okviru poglavlja Razni zadaci dati su neki primjeri zadataka 
iz matematike koji se ne mogu kategorizirati ni u jednu od navedenih oblasti ili predstavljaju 
primjere u kojima se prilikom rješavanja na vrlo lijep način kombiniraju znanja različitih oblasti. 


Svako od poglavlja koje tretira jednu od navedenih oblasti sadrži uvod u kojem su uvedeni os- 
novni pojmovi karakteristični za tu oblast, navedeni neki rezultati i formule koje su od posebnog 
značaja pri rješavanju zadataka. Osnovni dio poglavlja čine riješeni primjeri. Posebna pažnja 
prilikom rješavanja dijela primjera je posvećena postupnosti i adekvatnom metodološkom pris- 
tupu. Svi potrebni detalji su elaborirani i napravljene su reference na odgovarajuće rezultate 
koji su korišteni. Poseban doprinos čitljivosti rješenja nekih primjera daju i pogodne ilustracije, 
posebno iz oblasti geometrije. Dodatno, pažljivo je odabran i dio zadataka za samostalan rad 
za svaku od naveđenih oblasti. Rezultati tih zadataka su navedeni na kraju zbirke. 


Smatramo da će pripremljena, zbirka, u velikoj mjeri pomoći kandidatima da izvrše sistematiza- 
ciju i produbljivanje stečenih znanja, te da se adekvatno pripreme za prijemni ispit. Odabrani 
pristup prilikom pisanja vjerujemo da će taj proces olakšati, jer su na jednom mjestu objedinjeni 
potrebni pojmovi, rezultati i formule, detaljno riješeni zadaci, ali i dodatni zadaci posredstvom 
kojih kandidati mogu provjeriti nivo stečenog znanja. 


Dodatno, materijal je upotpunjen konkretnim primjerima prijemnih ispita koji su održani na 
Elektrotehničkom fakultetu Univerziteta u Sarajevu u proteklih nekoliko godina. 


Jako je zbirka prvenstveno namijenjena za pripremanje kandidata za upis na Elektrotehnički 
fakultet može biti vrlo kvalitetno iskorištena i za pripremanje kandidata za polaganje prijem- 


iv Predgovor 
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nog ispita iz matematike na drugim fakultetima, ali i za ponavljanje i sistematizaciju znanja 
iz oblasti matematike srednjoškolskog nivoa za kandidate koji se opredijele za, studij koji ne 
podrazumijeva prijemni ispit iz matematike, ali im je znanje matematike tokom studija neop- 
hodno. 

Takođe, zbog načina pisanja, vjerujemo da zbirka može biti od koristi studentima tehničkih i 


srodnih fakulteta kao svojevrstan repetitorij osnovnog srednjoškolskog znanja iz matematike. 
Dodatno, materijal može biti koristan i učenicima srednjih škola kao dodatan izvor zanimljivih 


detaljno riješenih primjera i zadataka. 
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agA 


{a€A:P(a)}. 


AUB 
ANB 
A\B 
c(X) 
DAG 


prazan skup 

skup prirodnih brojeva 

skup nenegativnih cijelih brojeva 
skup cijelih brojeva 

skup racionalnih brojeva 

skup realnih brojeva 

skup pozitivnih realnih brojeva 
skup nenegativnih realnih brojeva 
skup kompleksnih brojeva 

a je element skupa A 

a nije element skupa A 

podskup skupa A kojeg čine elementi a koji zadovoljavaju 
osobinu P 

unija skupova A i B 

presjek skupova A i B 

razlika skupova A i B 

broj elemenata skupa X 

Pig, konjunkcija pi g 

p ili g, disjunkcija p i g 

duž određena tačkama A i B 
dužina duži AB 

prava određena tačkama A i B 


faktorijel broja n € No, nh =1-2-+.,,-n zane N, 0! =1 
a ; = n n! 
binomni koeficijent, C) = Aa=W' n,kEN 


POGLAVLJE 1 


Brojni izrazi 


Brojni izraz je izraz formiran od brojeva i računskih operacija. Najčešće se koriste 
brojevi koji su elementi skupa N prirodnih, Z cijelih, O racionalnih ili R realnih 
brojeva i operacije definisane na tim skupovima. Pored osnovnih operacija sabi- 
ranja, oduzimanja, množenja i dijeljenja, česte se koriste i operacije stepenovanja 
i korjenovanja. Osnovni zadatak prilikom rada sa brojnim izrazima je napisati 
ga u što jednostavnijem obliku. U postupku pojednostavljenja koriste se 0so0- 
bine operacija koje se pojavljuju u tom izrazu. Neke od osobina su navedene u 
nastavku. 


Operacije u skupu R. Za a,b, c,d € R vrijedi 


155 = ZE, 8,40) 

5 = aso 

SU = s i_%, (b,c,d£ 0) 
a 
+ = S:5- 2, (b,e,d£0) 
d 


1. Brojni izrazi 


Stepenovanje binoma. Za a,b € Rin € N vrijedi 


(a £ 5)? 
(a: 5)3 


(a+5b)" 


a? + 2ab + b2 
a% £ 3a25 + 3ab? £ 59 


-(n a"—kpk, 
ZU) 


Stepenovanje trinoma. Za a,b,c € R vrijedi 


(a+b+e)? = a?t+82+C2+ 2ab+ 2ac + 2be. 


Rastavljanje binoma na faktore. Za a, bE Ri n,k € N vrijedi 


at — 8? 
a%— 83 
a? + 53 
a"t—b" 


g2k+1 + 2k+1 


U 


I 


(a — b)(a + b) 
(a — b) (a? + ab+-?) 
(a+ b) (a? — ab+ 0?) 


a?2=—15 + a2k—2p2 = 


( 
(a— b) (a"—1 + a"25 + ++++ ab" 2 +8"7)) 
)( 141 — abžk=1 4. 82), 


(a + b) (02% — 


Osobine stepenovanja. Za a,b € R? i z,y € R vrijedi 


a = {i 
ae) = ottY 

Pu 

—_ = or 

a 
(a"j' = az 
(ab)! = a?b" 
(= 
b — be 
MAJ! 

= 


Osobine korjenovanja. Za a, be R? i k,n € N vrijedi 


/O = 0 
Vab = Va 
pi Na 
b vo 
(Va) = Vat 
/va = "/a 
Va = kak 
Vat = a 


1. Brojni izrazi 
1.1. Riješeni primjeri 


Primjer 1.1. Odrediti vrijednost izraza 


ali 
2 1 9 
—_— 3 
A= 2 , 3 
= 1 


Rješenje: Primjenom osobina računskih operacija u skupu R dati izraz se može 


znatno pojednostaviti. Slijedi da je 
1— 12 21 
2-1 2 sarrol 2 ENG. 2 
AS" SEST GCC 3 — 3 
z =" s 
= gel 2 O RK ST 2 
= 2 1—6 2 — 12 -5 30 
d 


Primjer 1.2. Odrediti vrijednost izraza 
_ 9-3 +373 I 9—2 +372 
— 9-2—3-2' 9-3— 3-3" 


Rješenje: Primjenom osobine stepenovanja negativnim eksponentom, stepene u 
datom izrazu je moguće napisati u obliku razlomka. Dalje se primjenom osobina 


računanja u skupu O određuje vrijednost datog brojnog izraza. Vrijedi 
13 


A 1 1 1 1 
Br = ZO ZE PA SB, LTD OTEM 
2-21-35 '25—347 I _1I'1Z1 SR 
4 9 8 27 36 — 216 
36-.35 36-19 _7 19 133 
468 
O 


— 5.216 13-216 6 78 


Primjer 1.3. Odrediti vrijednost izraza 


C= (gt + (ev?) ') i (po = (avi) ') I 


Rješenje: Na, dati izraz može se primijeniti formula za razliku kvadrata, a zatim 


4 1. Brojni izrazi 


osobine računanja, sa stepenima. Slijedi da je 


o = (18% (vi) 1). (po (ovi) ?) = pra: (ovi) "!) 
(8?) +) - ((.- se = 32(-2)2 — g(t+2)-(-3)2 


L 
(Se 
M 
= 
NN 
9 
I 


Primjer 1.4. Pojednostaviti izraz 


=V2+V3- Tr Av8. 


Rješenje: Dati izraz se može pojednostaviti svođenjem korijena na isti red i pri- 
mjenom formule za kvadrat binoma u izrazu pod prvim korijenom. Slijedi da 


je 
vara \/7—4v3= {| (2+v3)" fy Aav3 
47 +4V3- V7— 43. 


Dodatno, moguće je posljednji izraz svesti pod jedan korijen, a zatim primijeniti 
formulu za razliku kvadrata, pa je 


ty 
U 


D={ (7+4v5) (1—av3) = {/m—_ (av3) = B= VI = 1. 


Primjer 1.5. Pojednostaviti izraz 


= (faire Zi=1) (VE) - 


Rješenje: Izraz £ može biti pojednostavljen postupkom sličnim kao u primjeru 


1. Brojni izrazi " 5 


1.4. Vrijedi 


E = {(\/12— f12—6v3. f3-+V3- 1)(v6+1)- 


v3-{/(3+ 3) )e)( (V6+1) sd 


II 
ST 
s 
G 


/(12—6v3) (12+6v3) - 1) (V6+1) a 


 GAMSIB_1) (V6+1) - 
36 — 1) (V6+1) —- 
v6— 1) (/6+1)-4=6—1—4=1. 


H 


U 


Primjer 1.6. Pojednostaviti izraz 


5 2 
F=(V11+1) (9 2 ET MOT) | 


Rješenje: Dati izraz se može pojednostaviti primjenom postupka racionalizacije 
nazivnika razlomaka koji se pojavljuju u datom izrazu. Razlomci se mogu pro- 
širiti tako da se nakon primjene formule za razliku kvadrata dobiju razlomci sa 
racionalnim nazivnikom. Primjenom operacija u skupu R izraz se dodatno po- 
jednostavljuje. Postupak je ilustriran u nastavku 


5 2 
aaa (Va) ( 7 2 "RA AG) 
(— V1+2 5 — 2 ss) 


3V7+6 20 +5/I11 = 
gg = SS 


+1 (t-V11) =-10. 


I 
EFTA ET POTET 


Primjer 1.7. Pojednostaviti izraz 


G=2\|3+ \/5— /13+ V48. 


Rješenje: Djelomično korjenovanje i pogodan zapis potkorjene veličine često omo- 
gućavaju pojednostavljenje datog izraza. Kako je 


\/13+ VAB= /13+4AV3 = f(ev3) +2-2V3+1= V(2v3+ 1)" = 2V3+41, 


: 1. Brojni izrazi 
jer je 2V/3+1 2 0, to slijedi 
G 


G = 2\/3+ (V3—1) =2V/3+V3-1=2V/2+V3= |8+4V3 


6+4V3+2= (V6+v2){=V6+V}. 


| 

s 
j 

= 

u 
Ta 

= 

; 

U 


Važno je primjetiti da vrijedi 43 — 1 2 0, pa je (V3— 1)? =V/3-1. O 
' Primjer 1.8. Pojednostaviti izraz 


_ VraBve (va) 
VAH2V3 VB 


Rješenje: Dati izraz se može pojednostaviti kombiniranjem metoda opisanih u 
primjerima 1.4 i 1.7. Slijedi da je 


HOT OVAN -VE_—_VBRRRVALI NA 
_ V(T+5V2) (eV2=6+3V2—1)__{ (5V2+7).+ (5V2—T) 
EF (V3+1)}{ VS VRET=VO 
= V50—49= 


Primjer 1.9. Pojednostaviti izraz 


V2+V/3 /2— 3 


JIEJRLJN VVR=Vi 


Rješenje: Dati izraz može biti pojednostavljen svođenjem razlomaka na zajed- 
nički nazivnik, te primjenom osobina, operacija sa razlomcima i osobina stepe- 
novanja. Drugi način pojednostavljenja datog izraza proizilazi iz činjenice da se 
određeni članovi koji figurišu u izrazu Z mogu napisati u sljedećem obliku 


SIT ZD OT 
_  Ja-2v3__/(VB1}'_ 81 
SVEN SMO V 


1. Brojni izrazi " 7 


Sada izraz / poprima oblik 


V/3+1 /3—1 V3+1 V3-—-1 


pV SE NE STAN DE LENE 
2, BH ez 2+V43+1 2—/3+1' 
V2 2 V2 V2 


pa pojednostavljivanjem dvojnih razlomaka slijedi 


je V3+1 V3—1 Vv3+1 V3-— 1 2 _ 23 
" 


"SR B= VE VAZI) VAZI MA 


CI 
Primjer 1.10. Pokazati da je broj J = V5V2+7— V5SV2— 7 racionalan. 


Rješenje: Tačnost tvrdnje se može ispitivati pisanjem datog broja u drugom 
obliku. Pojednostavljenje se može izvršiti postupkom analognim postupku iz 
primjera 1.7, ali umjesto formule za kvadrat zbira koristi se formula za kub zbira. 
Vrijedi 


5V2+7 = 2/2+6+3V2+1=(V2+1)', 
5V2—7 = 2V2—6+3V2-1=(V2-1)', 
pa je : 
J= |(Var1){—{|(f1)=Vž+1-(V2-1)=2. 
Dakle, J je racionalan broj. o 


1.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak 1.1. Odrediti vrijednost izraza 


1 

T 713 
—_— 
14 
1+=-= 
3 


Zadatak 1.2. Ispitati koji od datih brojeva je veći 
587 
(a) 7 ili 9? 


(b) VS ili 3, 


8 1. Brojni izrazi 


(c) TA ai; 


(d) VSJIŠ ti (VB VE). 
Zadatak 1.3. Odrediti vrijednost izraza 
3-1— 32 7-1— 72)" 
EC ; =) ; 
Zadatak 1.4. Odrediti vrijednost izraza 
=} _4 0 
Om STC 
3 2 3 
3—(-2)? " 


Zadatak 1.5. Odrediti vrijednost izraza 


A(a) =7 (" (7(Ta— 5)" — 33)" = 8200). ; 


za a = F 
= 
Zadatak 1.6. Odrediti vrijednost izraza 


a— 2b a—b 1 
— a34+83 a?2b_—abž+b)  ab+b? 
2 
za a = (-) i b= (--1)2017, 
Zadatak 1.7. Dokazati da vrijedi 
V3—1_ s)9—5V3 
Vv3+1 9+5V3 
Zadatak 1.8. Odrediti vrijednost izraza A = /20+ 14V2+ V20— 142. 


Zadatak 1.9. Racionalisati izraze 


12 
(a) i 


){) PE KEE 
"1 JAHV6O O 
Zadatak 1.10. Neka jez = V7 + 4V3+VT—4V3iy = VT+HAVBVT7— 473. 


(a) Naći 2? i y?, a zatim na osnovu toga odrediti x i y u jednostavnijem obliku 
od datog. 


(b) Pokazati da se broj Y + 43 može napisati kao kvadrat zbira jednog cijelog 
i jednog iracionalnog broja. 


vrty+i/r—_y 
VETINV:E)) 


(c) Odrediti vrijednost izraza A = 


POGLAVLJE 2 


Polinomi 


Izraz oblika 
Pl) = 0,2" + anx—12" 1 +... + aje + 89 (24) 


gdjesun € Ni a0,...,4 € € koeficijenti polinoma, a x promjenljiva, pred- 
stavlja polinom po promjenljivoj zx nad skupom kompleksnih brojeva ili kraće 
kompleksni polinom. Ukoliko su koeficijenti polinoma realni brojevi, tada iz- 
raz (2.1) predstavlja realan polinom. 


Akojeu 2.1) a. £0in3 1 broj n se naziva stepen polinoma P,(x), sabirak 
a.,T" vodeći, a sabirak ag slobodni član polinoma. Ako je a, = 8n—1 =... = 
a =0i1 ag £ 0, onda je P,(x) polinom nultog stepena, a ako vrijedi i da je 
ag = 0, odnosno da je P,(r) = 0, tada je polinom P,(x) nula polinom (stepen 
nula polinoma se ne definiše). Ako je koeficijent u vodećem članu polinoma 
jednak 1, polinom Px(x) se naziva normirani polinom. U nastavku je korištena 
notacija u kojoj indeks u nazivu polinoma označava, stepen polinoma. 


Dva polinoma P,(z) i Om(x) su jednaka ako i samo ako su istog stepena i ako su 
im odgovarajući koeficijenti (koeficijenti uz iste stepene promjenljive polinoma) 
jednaki. 


Za polinome P.,(xz) = ax82" +... + ar hapi Om(r) = bur" +... + biZ + bo 
operacije sabiranja i množenja su definisane kao 


(Pa + Om)(z) = Pa(r) + Oml(r) = 2" +... CT + C6 


(PO m)(x) = P,(1)Om(x) = dT" +... dx + do, 


10 . 2. Polinomi 


i o gg ANA 


gdje su cx = ak + be, (0 £ k £ r = max(n,m)) i dk = 559 0ibR—i, (0 £ k £ 
s =n + m). Treba napomenuti da je pri sabiranju, ukoliko je potrebno, moguće 
dodati nedostajuće članove sabiraka (sa odgovarajućim stepenima promjenljive) 
sa. koeficijentima nula, kako bi sabiranje bilo moguće izvršiti na osnovu navedene 
definicije. 
Za polinome se definiše i operacija dijeljenja sa ostatkom. Za svaka dva polinoma 
P.(x) i Om(z)(s£ 0), n 2 m postoje jedinstveni polinomi $; (z) i Ri(x) takvi da 
vrijedi 

Pa(z) = Om(2)Sk(z) + Ri(z) (2.2) 
pri čemu je ili £ m ili R;(x) = 0, te k + m = n. Polinom Sk(x) je količnik, 
a Ri(x) je ostatak pri dijeljenju polinoma P,(x)} polinomom Omlz). Ako je 
Ri(x) = 0 onda je polinom Px(x) djeljiv polinomom Om(a) (polinom Ox(z) je 
u tom slučaju faktor polinoma Pa(x)), te relacija (2.2) poprima oblik 


P.(r) = Om(r)Sk(x). (2.3) 


Uvrštavanjem konkretne vrijednosti za promjenljivu polinoma računa se vrjed- 
nost polinoma u nekoj tački. Na primjer, za s = zg u (2.1) P,(xg) je vrijednost 
polinoma P,(x) u tački zg. Broj xg za koji je P,(xo) = 0 se naziva nula ili ko- 
rijen polinoma P,(x). Ako je polinom P,(x) djeljiv sa (r— zo)", a nije djeljiv 
sa (€ — za)" +!, onda je zg nula višestrukosti (reda) m polinoma Pr (2). 


Jednačina P,(x) = 0 je algebarska jednačina n — tog stepena i njena rješenja su 
nule polinoma P,(x). Polinom P,(x) se na jedinstven način može faktorisati u 
obliku 

P.(z) = an(z — 21)" (s — 22)%... (= — as)" (2.4) 


gdje su 21, T2, ..., Cs različite nule polinoma Pala), a ki, ka, ..., ks redom 
njihove višestrukosti (k; + ka +... + ks = n). Prethodno navedeno implicira 
da, polinom n-tog stepena ima najviše n različitih nula. 


Bezuova teorema. Ostatak pri dijeljenju polinoma P,(x) polinomom x — Xg 
jednak je vrijednosti polinoma P,(x) u tački zo, to jeste vrijednosti P,(xg). 


Posljedica Bezuove teoreme. Polinom P,(z) je djeljiv polinomom x — zg ako 
i samo ako vrijedi da je P,(zo) = 0. U tom slučaju se polinom P.(T) 
može zapisati kao P,(x) = (t — 20)Sa—1(2), gdje je S,—1(x) odgovarajući 
polinom stepena n — 1. ' 


Ako je polinom P,(x) polinom sa realnim koeficijentima, tada vrijedi: 


e Ako je z € C nula polinoma P,(x), onda je i z € C također nula polinoma 
Pa(x) (kompleksne nule polinoma, sa realnim koeficijentima su konjugovano 
kompleksni parovi). 


e Polinom P,{x) se na jedinstven način može faktorisati kao proizvod vodećeg 
koeficijenta a, i realnih polinoma oblika x — zg i 2? + pz + 8, za koje je 
D=p}—4g= 0. Za polinom P,(x) sa cjelobrojnim koeficijentima vrijedi: 
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e Cjelobrojna nula zg £ 0 polinoma P,(tx) dijeli slobodan član polinoma (ag). 


+ Racionalna nula vg = p/g £ 0 polinoma P,(x), pri čemu je g £0, apig 
su relativno prosti brojevi, ima. osobinu da p dijeli slobodan član polinoma 
(ao), a g dijeli koeficijent vodećeg člana polinoma (a,). 


Za, određivanje vrijednosti količnika i ostatka pri dijeljenju polinoma P,(x) poli- 
nomom prvog stepena, što se također može iskoristiti za efikasno izračunavanje 
vrijednosti polinoma za proizvoljnu vrijednost promjenljive, koristan je postupak 
baziran na rekurzivnim relacijama poznat pod nazivom Hornerova shema. 


Hornerova shema. Pri dijeljenju polinoma P,(z) polinomom xz — xg dobija se 
količnik O,—1(x) = b.-12" 1 +b,-22"2+...+bg i ostatak R = xgbo + ao, 


pri čemu je 
bn—1 = dn 
bn—2 = Xtobn-1+4An-1 
bi = ob +a. 


Date relacije se mogu zapisati u obliku tablice 


2061 Har Tobe + ao 


bn-1 bn—2 -- do R = Pa(xo) 


Prvu vrstu tabele čine vrijednost promjenljive za koju se računa vrijed- 
nost polinoma, odnosno zg (primjenom Bezuove teoreme se na osnovu do- 
bijene vrijednosti može zaključiti da li se radi o nuli polinoma), te ko- 
eficijenti polinoma (2.1) od a, do ag. Prvi element druge vrste b,—1 je 
jednak vodećem koeficijentu polinoma P,(x), odnosno b,—1 = a,. Svaki 
naredni element druge vrste se formira tako što se proizvodu zg i koefici- 
jenta 6; (0 £ i £ n—1) iz prethodne kolone doda vrijednost koeficijenta a; 
(0 S j S n) iz trenutne kolone (operacije množenja i sabiranja, su u riješe- 
nim primjerima, koji slijede označene strelicama). Elementi druge vrste su 
koeficijenti polinoma ),—1(x) (od vodećeg do slobodnog člana), te ostatak 
'pri dijeljenju polinoma P,(x) polinomom z— xg, koji je jednak R = P,(rg). 


2.1. Riješeni primjeri 


Primjer 2.1. Odrediti količnik i ostatak pri dijeljenju polinoma P(x) = 225 — 
323 + 422? — 52 + 6 polinomom O(T) = 22 — 32 +1. 


Rješenje: Postupak dijeljenja polinoma P(x) polinomom O(2), koji je analogan 
postupku pismenog dijeljenja prirodnih brojeva, dat je u nastavku. 
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PB OD 


257 — 
( 224%— 325 +42? — 52 Koje te SA rare MR 
—224+623 — 27? st—3x+1 
325 +22? —5r 
— 3285 +922% — 32 


1172 — 827 +6 
— 1122 + 332 — 11 
25% —5 


U prvom koraku se posmatraju vodeći članovi dijeljenika i djelioca (22% i 22), 
te se njihovim dijeljenjem dobija prvi član količnika 272. Množenjem djelioca 
sa 222, te oduzimanjem od odgovarajućih članova dijeljenika dobija se rezultat 
3243 + 222, a zatim se "spušta" član —5x i nastavlja opisani postupak. Nakon 
tri koraka dobijeni rezultat (25% — 5) nije moguće dijeliti sa polinomom drugog 
stepena, te se proces dijeljenja zaustavlja. Jasno se vidi da su količnik i ostatak 
dijeljenja polinoma P(z) polinomom ()(x) dati redom sa S (r) = 222 + 31 +1li 
R(x) = 2512—5. Na osnovu relacije (2.2), polinom P(s) se može zapisati u obliku 
S(2)O(z) + R(z), što omogućava provjeru dobijenog rješenja 


S(z)O(z) + R(z) = (222 +32+11) ("32 +1)+252—5 
= 244— 629 + 222 + 32) — 922 + 32 + 1122 — 332 + 
+ 11+252—5 


2344 — 378 + 422 — 52 +6= P(a). 


O 


Primjer 2.2. Odrediti ostatak pri dijeljenju polinoma P(z} = x$+225 + 213— 
1272 + 2 + 1 polinomom (2) = 2 +2. 


Rješenje: Obzirom da je polinom (){x} polinom prvog stepena, ostatak pri dije- 
ljenu polinoma P(xz) polinomom G(x) je polinom nultog stepena, što znači da, se 
polinom P(x) može zapisati kao 


P(z) = (-2 + 2)S(x) + 79. (2.5) 


Na osnovu relacije (2.5) za x = 2 slijedi da je 


U 


ro = P(2)—(-2+2)S(2) 
P(2) 


2812.251293— 12.22+2+1= 91. 


, 


Dakle, traženi ostatak je 91. Zadatak se također mogao riješiti, analogno primjeru 
2.1, direktnim dijeljenjem polinoma P(x} polinomom G}(x). O 


Primjer 2.3. Odrediti vrijednost realnog porametra m takvu da polinom P(x) = 
25 + mzf — (7 + MM) — 22 + 2 + 6 bude djeljiv polinomom = + 2, te za tako 
određenu vrijednost parametra m faktorisati polinom P(x) na faktore sa realnim 
koeficijentima. 
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Rješenje: Na osnovu Bezuove teoreme slijedi da je ostatak pri dijeljenu polinoma I 
P(x) polinomom x + 2 jednak P(—2), a obzirom da je polinom P(x) djeljiv 
polinomom t + 2, taj ostatak je jednak nuli. Slijedi da je 
P(—2) = 0 
—-32+16Mm +8(7+m)—4—2+6 = 0, 


odnosno 24m = —24, pa je m = —-1. Dakle, P(z) = 25 — 21 — 633 — 22 +2+6. 
Količnik pri dijeljenju polinoma P(xz) polinomom x + 2 se jednostavno dobija 
primjenom Hornerove sheme 


(2.6) 


odakle slijedi da se polinom P(x) može zapisati u obliku 
P(z) = (1 + 2)(24 — 328 —2+3) = (2 +2)}O(z). 


Kako je polinom O(x) normiran polinom sa cjelobrojnim koeficijentima, poten- 
cijalne racionalne nule polinoma (})(x) pripadaju skupu {+1,+3}. Jednostavno 
se provjerava da je 


(1) (1) — 3(-1)— (-1)+3=8 40 
G(1) = 14—3-1—14+3=0, 


pa je s = 1 nula polinoma (zx), te se ponovnom primjenom Hornerove sheme 
dobija 


P(z) = (2 + 2)(x— 1)(2? — 222 — 22 — 3) = (z +2)(x— 1)R(z). 
Slično, potencijalne racionalne nule polinoma R(x) pripadaju skupu {-£1,-+3}. 
Kako je 
R(-1)} = -1-2+2—3=-440 
R(1) 1—2—-2—3=-640 
R(3) 27—18—6—3=0 


U 


slijedi da je z = 3 nula polinoma R(x), te se primjenom Hornerove sheme 
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ME re PRE STT RER 
dobija 

P(z) = (z + 2)(z — (s — B)(2? La + 1) = (1 +2)(2 — 1)(1 — 3)S(z) 
Potencijalne racionalne nule polinoma S(x) su :£1, a kako je 


S(-1) = 1—-1+1=1$40 
S(1) = 1+1+1=340 (2.7) 


slijedi da polmom S(x) nema. racionalnih nula. Obzirom da je djakrimiiania 
trinoma x? + zx + 1 negativna (D = —3) polinom S(x) nema ni realnih nula ", te 
se ne može faktorisati u skupu K. 


Konačno, faktorizacija polinoma P{x) u skupu realnih brojeva je data sa 
P(x) = (1 + 2)(2— 1)(z — 3)(2? + 2 +1). 


Vrijednost koeficijenta m se također može odrediti tako da se metodom korište- 
nom u primjeru 2.1 odrede količnik i ostatak dijeljenja polinoma P(x) polinomom 
%+2, te se dobijeni ostatak izjednači sa nulom, ali obzirom da se ne traži količ- 
nik polinoma, a polinom z + 2 je polinom prvog stepena dato rješenje je kraće i 
jednostavnije. O 


Primjer 2.4. Koristeći Hornerovu shemu napisati polinom P(x) = 2+— 82? + 
2422? — 502 + 90 po stepenima polinoma 1 — 2. 


Rješenje: Na osnovu relacije (2.2), te činjenice da je polinom z—2 polinom prvog 
stepena, odnosno da je ostatak pri dijeljenju polinomom = — 2 konstanta, slijedi 
da se polinom P(x) može zapisati u obliku 


(er — 2)G(x) + ro 

= (21—2)((z— 2)R(z} + ri) + ro 

= (1—2)PR(r) +ri(1—2)+ro 

= (21— 2)%(r — 2)S(z) +r2)} +ri(r—2) +ro 
= (r—2)3S(2) +ra(r— 2) + n(r—2) + ro. 


P(z) 


| 


Obzirom da je polinom P(x) normiran polinom četvrtog stepena, slijedi da je 
polinom S(x) također normiran polinom prvog stepena, te se može zapisati u 
obliku S(z) = 1(1 — 2) + 73, pa je 


P(2) (x — 23 (1(2 — 2) + rs) + ral(a — 2)? + n(x— 2) + ro 


1(x — 2)+ + rs(2 — 2)? Hra(a — 2)" + ri(a—2) + ro. = (2-8) 


li 


Relacija (2.8) je zapis polinoma P(x) po stepenima polinoma x— 2, gdje su koefi- 
cijenti rg, r1, ra i rg redom ostaci pri dijeljenju polinoma P(x) ),G(z), R(r)i S(e) 
polinomom = — 2, koji se vrlo jednostavno mogu odrediti primjenom Hornerove 


+Pogledati poglavlje 4 
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sheme. Koeficijent uz (1 —2)/ (koji je jednak 1) je količnik pri dijeljenju polinoma 
S(x) polinomom (x— 2). Za P(x) Hornerova shema je oblika 


slijedi da je r3 = 0 i polinom P(x) napisan po stepenima polinoma x — 2 je dat 
sa. 


P(r) 1(x — 2)+ + O(2 — 2)8 + O(x— 2)? — 18(1 — 2) + 38 


1(2— 2){— 18(2— 2) + 38. 


H 


O 


Primjer 2.5. Odrediti vrijednost izraza A = a +- 2b ako je ostatak pri dijeljenju 
polinoma P(x) = 23 + 2227 + az +b polinomom O(z) = 22 —1x—2 jednak R(z) = 
712 + 7, pri čemu su a i b realne konstante. 
Rješenje: Na osnovu relacije (2.2) slijedi da je I 

25 +22? baz+b = (12 —2z—2)S(2) + 72 +, (2.9) 


gdje je S(x) količnik dijeljenja polinoma P(x) polinomom O(x). Obzirom da su 
polinomi P(z) i E(xz) redom polinomi trećeg i drugog stepena, polinom S(zx) je 
polinom prvog stepena, te se može zapisati u obliku 


S(t) = PX +9, (2.10) 
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gdje su p,g € R. Uvrštavanjem (2.10) u (2.9) dobija se 
23 +22?7? +az+b = (22—2z—2)(prx+9)+72+7 
p25 — px? — 2pr + 93? — gr— 29 +72+7 
= pi +(g— p)at— (2p+g— 7)x — 28 +7. (2,11) 


U 


Na osnovu relacije (2.11) i definicije jednakosti polinoma, dobija se sistem jedna- 
čina, dat sa (2.12) 


pP 1 

4—Pp = 2 

—(2p+g—") = a 
—24+7 = b, (2.12) 


čijim rješavanjem se dobijaju vrijednosti koeficijenata a i b. Konačno, a = 2 i 
b= 1, odakleje A=A4. 


U nastavku je dat još jedan metod rješavanja zadatka. Obzirom da se u zadatku 
ne traži količnik polinoma, efikasniji pristup rješavanju zadatka bi bio eliminisati 
S(2) iz relacije (2.9), što se postiže za vrijednosti promjenjive z koje odgovaraju 
nulama polinoma O){xz). Kako je 


G(z) =122—21—-2=3212— 22 +r—-2=2z(2—2)+1(x—2) = (z—2)(x+1) 


nule polinoma O(z) su —1 i 2. Uvrštavanjem zo = —li Tr = 2 u relaciju (2.9) 
dobija se sistem 
(-1) +2(-1)}—a+5b = 0+7(-1)+7 
2312.224+2a+b = 0+7:2+7, 
odnosno 
-a-+b = -1i 


2a+b = 5. 
Sabiranjem jednačina posljednjeg sistema dobija se da je A =a + 25 = 4. O 
Primjer 2.6. Polinom P(x) pri dijeljenju polinomima zx —3 i%+5 daje redom 


ostatke 4 i 12. Odrediti ostatak pri dijeljenju polinoma P(x) polinomom O(2) = 
22 +221— 15. 


Rješenje: Polinom O){xz) je polinom drugog stepena, te se može zaključiti da će 
ostatak pri dijeljenju polinoma P(x) polinomom \(x) biti polinom prvog stepena, 
odnosno da se može zapisati u obliku 


R(r) = TI + 19. (2.13) 
Sada je potrebno odrediti koeficijente 11 i 719. Na, osnovu relacije (2.2) polinom 
P(x) se može zapisati u sljedećem obliku 
P(z) = (22 +22— 15)S(€) + riz + To 
P(z) = (z+5)(z—3)S(T) + ri + 79. (2.14) 
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Iz (2.14) za 1 = —5 ix = 3 (što su zapravo nule polinoma O)(r)) se dobija 


P(-5) = -5Srnr+ro 
P(3) 371 + 79. (2.15) 


U 


Na osnovu vijednosti ostataka pri dijeljenju polinoma P(z) polinomima z — 3 
i zx + 5, i Bezuove teoreme slijedi da je P(3) = 4 i P(—5) = 12. Kada se 
date vrijednosti uvrste u jednačine sistema datog sa (2.15) dobija se sistem dvije 
jednačine sa dvije nepoznate sa jedinstvenim rješenjem {r1,rg) = (—1, 7), te je 
na osnovu {2.13) traženi ostatak R(x) = -2 +7. 


Primjer 2.7. Dat je polinom P(x) = a42% + a325 + 0222 + az + a, gdje su 
00, 01, 02, 3 i aa € R, ag £ 0, takav da je P(0) = P(1) = P(2) = P(-1) =0 i 
P(—2) = 12. Odrediti P(3). 


Rješenje: Polinom P(x) je polinom četvrtog stepena čije su nule 0, 1, 2 i —1, 
odakle, na osnovu (2.4), slijedi da se može zapisati u obliku 


P(x) = aa(z — 0}(z— 1}(z — 2)(2 + 1). 
Vrijedi da je 
P(—2) = au(—2)(—2— 1}(—2— 2)(—2+ 1) = 2444 = 12, 
pa je a4 = 1/2, a 
P(S) = 2 3(8—1)(8—2)(8+1)= 12. 
(ml 


Primjer 2.8. Odrediti realne koeficijente a i b takve da polinom P(x) = 22014 4 
2203 1. ax + b bude djeljiv polinomom O(x) = 22 — 1. 
Rješenje: Obzirom da je polinom P(x) djeljiv polinomom (/(z), na osnovu rela- 
cije (2.3} polinom P(x) se može zapisati u obliku 

P(2) = O(z)S(x) = (2? — 1)5(2) = (2 — 1)(2 +1)S(e), 


odakle slijedi da su dvije nule polinoma P(x) jednake 1 i —-1. Na osnovu P(—1) = 
0 i P(1) = 0 slijedi da je 


-a+b = 0 

2+a+b = (0, 
odnosno 

a—b = 0 

a+b = —2. 


Sabiranjem jednačina datog sistema dobija se a = —1, a oduzimanjem b = —1. 
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Primjer 2.9. Odrediti vrijednost realne nule polinoma P(x) = 1%3—2x+a, a € R, 
ako je jedna nula polinoma kompleksni broj 1 +i, gdje je i imaginarna jedinica. 


Rješenje: Obzirom da su koeficijenti polinoma P(x) realni brojevi, kompleksne 
nule polinoma (ukoliko polinom ima takve nule) su parovi konjugovano komplek- 
snih brojeva, pa je druga nula datog polinoma kompleksni broj 1— 12%. Kako je 
polinom P(x) trećeg stepena slijedi da ima i treću nulu. Pošto ne može biti upa- 
rena s nekom drugom kompleksnom nulom proizilazi da mora biti realna. Neka 
je označena sa p. Na osnovu relacije (2.4), slijedi da je 


P(z) = (z—1—i)(r—1+i)}(r—p) 
28—2z+a = ((1—12—2)(z—) 
2%3—2r+a = 2 — (p+2)2? + (2p+2)2x — 2p, 


H 


pa se iz definicije jednakosti polinoma dobija da je p = —2. O 
Primjer 2.10. Odrediti sve parove (p,g)}, gdje su p, g € R, takve da polinom 
P(z) = 1 + pr? + g bude djeljiv polinomom O(z) = 1? + px +38. 


Rješenje: Pri dijeljenju polinoma 24 + px? + g polinomom 7? + px + g dobija 
se količnik S(x) = 12 — px + p2 + p— g i ostatak R(z) = (—p$ — p? + 2pg)z — 
a(ph +p—g— i). Da bi polinom P(x) bio djeljiv polinomom O(x) potrebno je da 
ostatak pri izvršenom dijeljenju (R(r)) bude jednak nuli za sve realne vrijednosti 
promjenjive x, odnosno da vrijedi 


P5+D2—-2pg=0 A a(P+p-g-1)=0, 
što rezultira sljedećim sistemom jednačina 


P(P{ +p— 229) 
a(P. +p—g-—1) 


{1 
= 


odakle je 


p=0 V PM+p=20 
g=0 V_ mM+p=2g+1, 


pa su rješenja 
(i) P=0, g=0, 
(ii) p= 0, P+p=g+124=-1, 
(ili) g= 0, PP +p=2g 2 pD(p+1) =02p=0 Vp=-1, 


(iv) 2 +p = 28, P+D=g+122g=9g+1, PP+p_2g=0+3g=1,p= 
—-2 Vp=}l. 


Dakle, traženi parovi su (p,g) € {(0, 0), (0,—1), (—1, 0), (—2, 1), (1, 1}}. O 
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2.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak 2.1. Odrediti količnik i ostatak pri dijeljenju polinoma P(x) = 62% + 
23 +9227 +2+3 polinomom O(x) = 322 — 2 + 2. 


Zadatak 2.2. Odrediti ostatak pri dijeljenju polinoma P(x) = 225 + 224 + 2? — 
122 +1 polinomom O(z) =x + 1. 


Zadatak 2.3. Polinom P(x) pri dijeljenju polinomima 1 —1 ix-+2 daje redom 
ostatke 3 i —3. Odrediti ostatak pri dijeljenju polinoma P(x) polinomom O)(z) = 
22 +2—2. 


Zadatak 2.4. Koristeći Hornerovu shemu napisati polinom P(z)} = 25 + 23 + 
242? — 122 + 8 po stepenima polinoma O(T) =x + 1. 


Zadatak 2.5. Odrediti realne koeficijente a i b takve da polinom 

P(x) = 229 + a25 — 474 — 533 — 22 +42 + 3 
bude djeljiv polinomima z—1 i121+3, a zatim za tako određene koeficijente izvršiti 
Jfaktorizaciju polinoma P(x) na faktore sa realnim koeficijentima. 


Zadatak 2.6. Odrediti vrijednost izraza A = 4a? + 3b2 + 8C2, ako je polinom 
P(z) = 72916 |. 72015 — $2014 | 3203 —_ bz2 1 ge djeljiv polinomom O(z) = 2 — 1, 
gdje sua, b, cE R. 


Zadatak 2.7. Odrediti ostatak pri dijeljenju polinoma P(xz) = 228 + 3891 + 2271 
2? +29+2 polinomom O(2)} = 22 — 1. 


f 
\ Zadatak 2.8. Odrediti vrijednost izraza A = a + b ako je polinom P(x) = 
12 + 42 + 6 faktor polinoma G(xz)} = 14 + a2? + b, gdje su a i b realne konstante. 


 /lbadatak 2.9. Odrediti realne koeficijente a, b i c polinoma 
P(x) = 25 +az{ + — 627 + 52 +C 


takve da je zajednička nula polinoma S(x) = 224 — 323 + 22? — 52 + 4 i R(r) = 
172 — 4x+3 dvostruka nula polinoma P(x) i da je P(—1) = —24. 


adatak 2.10. Neka je P{x) polinom najmanjeg stepena čiji su koeficijenti realni 
brojevi za koji vrijedi P{0) = —12, P(—1) = 0 i P(2i} = 0, gdje je i imaginarna 
jedinica. Odrediti P{—2). 


POGLAVLJE 3 


Algebarski izrazi 


Algebarski izraz je izraz dobijen primjenom konačnog broja operacija sabi- 
ranja, oduzimanja, množenja, dijeljenja i stepenovanja, sa eksponentom koji je 
racionalan broj, nad brojevima i promjenljivim veličinama. 


U ovom poglavlju smatrat će se da su pomenuti brojevi realni i da promjenljive 
mogu uzimati vrijednosti također iz skupa R. 


Cijeli algebarski izraz je izraz dobijen primjenom konačnog broja operacija 
sabiranja, oduzimanja, množenja i stepenovanja, sa eksponentom koji je prirodni 
broj, nad brojevima i promjenljivim veličinama. 


Količnik dva cijela algebarska izraza P i O), pri čemu je djelilac različit od nule, 
naziva, se racionalni algebarski izraz ili opšti razlomak, to jeste može biti 
napisan u obliku 


P 
g: (240). 


Skup vrijednosti realnih promjenljivih veličina za koji je definisan racionalni alge- 
barski izraz naziva se definiciono područje ili domen racionalnog algebarskog 
izraza. Osnovni zadaci prilikom rada sa algebarskim izrazima uključuju određiva- 
nje definicionog područja (domena) i svođenje zadanog izraza na što jednostavniji 
oblik. Pri rješavanju mnogih zadataka češto je zahtjevnije odrediti definiciono po- 
dručje zadatog izraza nego izvršiti njegovo svođenje na jednostavniji oblik. 


Pri procesu svođenja opštih razlomaka na jednostavniji oblik korisno je primje- 
njivati transformacije kojima se oni ne mijenjaju. Takve najčešće primjenjivane 
transformacije su sljedeće. 
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e Vrijednost opšteg razlomka se ne mijenja ako se brojnik i nazivnik pomnože 
istim racionalnim algebarskim izrazom ili brojem različitim od nule, to jeste 


P PM 


e Vrijednost opšteg razlomka se ne mijenja ako se brojnik i nazivnik podijele 
istim racionalnim algebarskim izrazom ili brojem različitim od nule, to jeste 


P_ P:M 
7 gp aMZO. 


Osnovne operacije sa racionalnim algebarskim izrazima se uvode analogno ope- 
racijama sa racionalnim brojevima. 


e Zbir, odnosno razlika, opštih razlomaka jednakih nazivnika je identički jed- 
nak opštem razlomku istog nazivnika, a čiji je brojnik jednak zbiru, odnosno 
razlici, brojnika, to jeste 


e Proizvod dva opšta razlomka je identički jednak opštem razlomku čiji je 
brojnik jednak proizvodu brojnika, a nazivnik jednak proizvodu nazivnika, 
opštih razlomaka koji se množe, to jeste 


A G_ aa 


e Količnik dva opšta razlomka identički je jednak proizvodu opšteg razlomaka 
djeljenika i recipročne vrijednosti opšteg razlomka djelioca, to jeste 


AC_AD 
EDpopoo nor) 


Osnovne osobine operacija sa opštim razlomcima analogne su osobinama odgo- 
varajućih operacija sa racionalnim brojevima. 


3.1. Riješeni primjeri 
Primjer 3.1. Odrediti rezultat sređivanja izraza A(r) zadanog formulom 


22+3 2x—3 1 1 
= = : SEE 1 
ae) (= 3) (= ==) i SA) 


gdje jez € R. 
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Rješenje: Prije određivanja rezultata sređivanja izraza A(x) potrebno je odre- 
diti definiciono područje zadatog izraza, to jeste odrediti skup svih vrijednosti 
promjenljive x za koju je zadati izraz A(z) definisan. 
Izraz A(x) zadat formulom (3.1) je definisan ako i samo ako vrijedi 

1 1 


£0. (3.2) 


Iz uslova (3.2) slijedi da je x £ +3/2, to jeste definiciono područje izraza A(z) je 
skup 


D(A(2))={s6R | ETEZEU 


Koristeći osnovne algrebarske operacije i osobine tih operacija, vrijedi da je 


22+3  22—3 1 i 
Aa) = zn) (5 5) 
(22 + 3)2 — (21—3)2 (22+3) — (22 — 3} 
(2x—3)(22+3) | (22 — 3)(22 + 3) 


_ 422+122+9— 422+122—9. 6 
= (22 + 3}(21 — 3) (22 — 3)(22 + 3) 
= 242 (22 — 3)(22+3) 
(27 + 3)(22 — 3) 6 
247 3 
= 7 701 (2422) š 
odnosno A(z) = Az za z € D(A(2)). O 


Primjer 3.2. Svesti na najjednostavniji oblik izraz B(x) zadat sa 


2a 1 3x +6 
B(x) = ———— + ; 
(2) a2— 4? ' 2421 67 —oz— Sa (++ =) (838) 


gdje je a reolan parametar. 


Rješenje: Primjenom osobina osnovnih algebarskih operacija na racionalni alge- 
barski izraz (3.3) se dobija 


2a 1 3z + 6 
HE) Sgt non =) 
= 2a E 1 (++ 222) 
(a—2x)(a+22) = 22(2+3)— a(r+3) t+2 
2a 1 3 
(a — 22)(a + 22) i (r+3)(2x— a) saa) 
2a 1 2a—a—2x 


(a—2x)(a+ 21) a—2x" (a—22x)(a+ 22) 
1 , 


a+22' 
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pri čemu mora biti s 4 —a/2, x £ a/2, t £ —3, 1 £—2. o 


Primjer 3.3. Pokazati da je izraz 


a? — 3 b a 52 + ab+a?\' 
C= ; a . m= ; ih (?) ; (3.4) 
NECI "$ a 


uz uslove a £0, b£O, a £ £b, a? + ab + b? £ 0, ekvivalentan izrazu —b. 


Rješenje: Definiciono područje izraza C je navedeno u formulaciji zadatka, tako 
da se podrazumijeva u nastavku rješenja da su a i b realni brojevi uz uslove 
a£0,b£0, a £ +b, a + ab+ 52 £ 0. Vrijedi da je a? + ab + b? 2 0 za sve 
realne ai b, što slijedi iz 22+ab+b2 = 1(2a2+2ab+25?2) = $(a?+(a+b)?-+b?) 2 0, 
pri čemu se znak jednakosti dostiže za a = 015 = 0. Znači, uslov a? + ab+52 £ 0 
je ekvivalentan uslovu a £0i5$£ 0, te ga nije neophodno navoditi. 


Koristeći relacije a3— 53 = (a—b5b)(a? + ab+b?) i a?—0? = (a—b)(a+ 5) i osnovne 
algebarske operacije i njihove osobine zadati izraz se može pojednostaviti kao u 
nastavku 


a? — b3 b a 52 +ab+02\"' 
S Nas b ( bot ) 
2 a = 
_ (a—b)(a? Hab+b?)| b Psi |} (ake 
= b? — a? b-a a—b}| 2 +ab+a? 
52 b a 
b2(a — b)(a? + ab + 42) b2 a) bo} 
{b— a)(b + a} b-a a—b}) b2+ab+a? 
Dodatno, skraćivanjem razlomaka se dobija 
—-b b2—a? 
Stela U 


čime je pokazano da je zadani izraz C jednak izrazu —b. Znak ekvivalencije 
očigledno vrijedi, to jeste izraz C je ekvivalentan izrazu —b uz uslove a $£ 0, 
b£0, a £ +£b. 


Primjer 3.4. Uprostiti što je više moguće izraz 


4 1 4 


1 blabera+e) 9) 
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Rješenje: Radi jednostavnijeg određivanja definicionog područja zadatog izraza 
D, neka je označeno A = — B= Ti iC= 
a+ | a+ % 
b+- 
€ 


blabe a+ c)' 


Izraz A je definisan za sve realne brojeve a, bi c za koje vrijedi da su zadovoljeni 
uslovi " " 
CEOA b+ ZF0A a+ — 40. (3.6) 
Ć 
b+ z 


Dakle, iz (3.6) se zaključuje da je izraz A definisan za c £ 0, be £ —1 i abe+a-rc £ 
0. Slično se dobija da je izraz B definisan za b £ 0 i ab £ —1, dok je izraz C 
definisan za bb £ 0 i abeba+ec £ 0. Kako se zadati izraz D može napisati kao 
D=A:B=—C, to je izraz D definisan za sve realne brojeve a, b i c za koje su 
definisani izrazi A, B i C uz uslov da je B £ 0. Iz uslova B £ 0 slijedi da je 
b:£ 0. Iz prethodno navedenog je očigledno da su pojedini uslovi definisanosti 
izraza D redundantni. Konačno, izraz D je definisan za sve realne a, b i c za koje 
vrijedi da je b£0, c£ 0, ab £—1, be L-—-1 iabera+ci-1. 

Primjenjujući osnovne algebarske operacije na izraz A je 


ma 4 u 4 u 4 _ 4(be+1) 
= " 1 — JE. — alb+l)+e abeta+ć 
ST bex1 7" ber1 be+1 
c 
t,2j) . b 
Izraz B se može napisati u obliku B = — 
ab + 1 


Zamjenjujući izraze A i B u izraz D sa njihovim dobijenim jednostavnijim for- 
mama, i primjenjujući osnovne algebarske operacije, uz uslove definisanosti izraza 
D, dobija se 


D A(be+1) b_— 4 
abce+a+ec' ab+1  blabeta+c) 

_ 4A(be+1) ab+1 4 
— abekate = b blabeta+C) 

A(cb + 1)(ab + 1) 4 


blabeHa+c) = b(labe+a+c) 
A(acb? + ab + cb+1)—4 
blabe+ a + c) 
Zach? + 4ab + 4be 
bl(abe + a+ ce) 
Ab(abce ade) 
blabedaHC) == 
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Primjer 3.5. Uprostiti izraz 


_ ab 2 (a =192)% (ab")' 
a—2b(a25-1)? a-16 
Rješenje: Izraz E je definisan za a £0i15 £ 0 i primjenom osobina stepenovanja 
slijedi da je ; 
ab ?2a -458 25-—2 a 15} 55 
= s-žbofb-Šah = Sb GE 


Primjer 3.6. Uprostiti izraz 


? 21425 /1 1 
F(z) = V1+221+224| SE NET) | PEJBOTI (3.7) 


Za koje vrijednosti realne promjenljive = je izraz F(x) definisan? 


Rješenje: Primjenom osobina algebarskih operacija na (3.7) se dobija 


S/G+1)2 et) _ 


STIJE osi, %2—1 


xx 


vr+ NA = V/(z+1)=|x+1|. 


Skup vrijednosti realne promjenljive x za koje je izraz F'(x} definisan se mora 
odrediti iz zadane formule izraza F'(x), to jeste iz (3.7). Prema tome, definiciono 
područje izraza F(x) je skup D(F(x)) = {{ ER: 2 5 1} = (1,+X). Kako je 
2951, toje F(z) =|r+1|=2+1. O 


Primjer 3.7. Uprostiti izraz G(x) zadat formulom 


__ Va+2I+va-Tx I 
SU Zapre ae 8-8) 

2 

+ 


; ab ) 
ako jez = 5 p 32110 2bx1. 


Rješenje: Zadatak se može riješiti tako što se prvo pojednostavi dati izraz G(Tx), 
a zatim uvrsti data vrijednost promjenljive x. Naravno, prvo je potrebno odrediti 
definicino područje za, dati izraz. Izraz G(x) je definisan za svaki realan broj x 
za, koji su zadovoljeni uslovi a +x 2 0, a—x 2 0i Va+x— /a—z £ 0, 
odnosno za -a £xSaig £ 0, odakle se zaključuje da vrijednost parametra 
a mora, biti nenegativna, inače izraz G(x) nije definisan ni za jedan realni z. 
Prema uslovu zadatka je a = 1 tako da je definiciono područje izraza G(z) skup 
D(G(z)) = (-a,0) U (0, a|. 
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Izraz G(x) se može pojednostaviti postupkom racionalisanja. Vrijedi 


G(z) (= verrbyva-x yVabr+va— ir 
Va+rr—/a—-r JVa-rr+j/a—_r 
a+r+2Voel—z?tHa—z_ 2a+2Va? — 2? 


a-r—-a+r 2x 
odakle je 
122 
G(r) = PEVEIT. (3.9) 


2ab 
PI u izraz (3.9) treba primijetiti da li data vrijednost 
postoji i da li z € D(G(x)). Za sve realne vrijednosti parametra b je  +1 4 0, 
pa. data vrijednost promjenljive x postoji. Osim toga, kako je iz uslova zadatka 


Prije uvrštavanja 1 = 


a21i0xb=xltojeočitoz50ir=- pop Sajerje 77 S 1 što slijedi 
iz (b6—1)22 0. Konačno je 
4 4a2b2 
el ZN a+) (41 
(1) a 2ab 
52 +1 
a(b? + 1) + Va?bt + 2a2b2 + a? — 4a252 
2ab 
a(0? + 1) + /a?(b2—1)2 — a(82 + 1) + |a(b2 — 1)| 
= 2ab = 2ab " 


Zaa51105545 1 je a(b — 1) £ 0, pa je posljednji izraz jednak 
c( 2ab ) _ a(b? +1)— a(b? — 1) 


1 
b2+1 2ab b 


Primjer 3.8. Odrediti definiciono područje izraza H(x} zadanog formulom 


_ {(22+1)-3+(22—1)-})\{ 
za) = (13 HIT) , (3.10) 


slavi H ; 
a zatim uprostiti izraz H(z) ako je 1 = _ , 20920 1p25g20. 


Rješenje: Ako se uvede supstitucija 


_(22+ 1)-2 +(22— 1) 
1 


Me rpij 1 (SE DH 
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radi jednostavijeg određivanja definicionog područja izraza H(x), tada se zadani 
izraz H(x) može napisati kao H(x) = (A(x))} 2. Koristeći osobine operacija 
stepenovanja i korjenovanja izraz A(x) se može napisati kao 


_1_ 
A(x) = VE VE I "Vai 


POTa! +1 -PG = 
odakle se zaključuje da je izraz A(z) definisan za svaki at. zx koji ee jabaju 


uslove z2+1 2 0, 12—1 2 0, V2? + 0, 0i 0. 
VEFILO, ELI Pt 


i 
Za svaki realni zx vrijedi 7? + 1 2 0, V\rz?- 1401 ———m— 
I = 7 PE Ne 


pa je izraz A(x) definisan za sve vrijednosti promjenljive x koje zadovoljavaju 
uslove 12 — 1 2 0 i V/a?—1 £ 0, to jeste ukoliko je 22 — 1 5 0, odakle je 
£ € (—-c9,—-1}U (1, Hoo). Kako se izraz H(x} može predstaviti kao 


1 
H(z) =(A(x))} = =, 
(z) = (AC) = a 
to je izraz F(x) definisan za svaki realni x za koji HM definisan izraz A(x), uz uslov 
1 
da je A(z) £ 0. Iz A(x) £ 0 je JAKI" = FA 0, odakle je Ve?— 1 + 
V22+1L 0, što je zadovoljeno za z € (—00,—1) U (1, 400). 


Zaključuje se da je definiciono područje izraza H(x) skup vrijednosti (—oo, —1)U 
(1, Hoo). 


Primjenjujući osnovne algebarske operacije je 


—-2 


pleja SUS a Z=i| (SHE) 


_+— vVat_i+yvr?t+4+1 
2 
= Ea kaj 
— 222+2Vxt—1 —2 


li 


2 
(22— 21—1) = 224 — 27% /24%—1— 1. 


21,2 
+ 
Kako je po pretpostavci zadatka pg £ 0 i Pod S 0 izraz kojim je zadato x 


2pa 
P? JE a? 
2pg 


) I E€ (—co,—{)U(1, +oo), 


postoji. Osim toga može se provjeriti da zx = ( 
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+ 


2 2\ 2 
+ 
zora ) u izraz H(x) je 


uz uslove pSg 25 0i1pg 2 0. Zamjenjujući z = ( 


P2+9) ; 
2pg 
(CE) $ (Cy Ž 
= 2{(2 2 = 
2PG 2pG 
- PET PIC JEHN oj 
2p?a? pa 4p2g? 
u Pr sPedijU s)" 
2p29? DA 4p?g? 


(Ph+a?)2? (pt+2a?)|Pt)— 2? 


2pg 


= it "nn nn za, ona ig" san 1 
2p?a? PA 2p8 

GobeP WIE) ze 

2p?g? 2p?9? P? 
(im 

Primjer 3.9. Pokazati da izraz 
ie eil 

I = ——EZEaH__goboc (3.11) 


bio Grejack dabre 


ne zavisi od a, b i c, uz pretpostavku da a, b i c zadovoljavaju uslove defnisanosti 
izraza 1. Ć 


a b (o 


+ + 3 
bre_c+a a+b . Izraz ———— se može 
1 1 1 3 a+b+c 


b+c Peprja a+b a+b+c 


1 1 
VaDble' aGabic 


Rješenje: Neka je J = 


Šara ; 1 . 
napisati u obliku PNAOENIJ ; pa je 


a j: b us € 
= be eta a+b 
1 1 1 1 1 1 


be cela GCC a+bre a+b+c a+b+c 


Ako se grupišu sabirci u nazivniku izraza J, tada je 
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Pap 
be ca a+b 


1 1 "= 1 1 Ga 1 u 
b+c a+b+c eba a+b+c ab a+b+c 


a b (a 
b+c' ca  a1b 
a+b+e—b—-ec a+b+be—a-ec a+b+e—-a—b 
B+gla+b+d (clajlarb+) | (a+b)(a+b+c) 
a b c 
he! epa ab 
a b c 
tiolatbic) (c+a)la+bic) (a+b)(a+ b+c) 
a b c 
MAPE ro rrsrr: MO EH 


1 a X b "= 
a+b+ec \b+te c+a a+b 


Ako se zamijeni J = a+ b+c u (3.11) dobija se TI = a+b+e—a—b—c, to jeste 
I = 0, čime je pokazano da zadani izraz { ne ovisi od a, bi c. (mi 


Primjer 3.10. Dokazati da vrijedi identitet 


672—107 1 2 3 
23—322—2z+3  x-1 


zazf—-1,24lir$3. 


(3.12) 


Rješenje: Neka je P(z) = 642 — 102 i O(2) = 18 —322—12+3. Polinom {(z) ima 
tri realne nule —1, 1 i 3, pa se može napisati u obliku O(z) = (1+1)(1—1)(z—3). 
Kako je stepen polinoma P(x) manji od stepena polinoma O(x) vrijedi da se 
P(x)/G(x) može rastaviti na parcijalne razlomke 


622— 17 A B (9. 
—————— — = —— + m— + =: 
23 — 322 —2+3 7-1" Zli %z—3' (3.138) 


pri čemu su koeficijenti A, B i C jedinstveni. Jednakost (3.13) mora vrijediti za 
sve z € R\{—1,1,3}. Množenjem (3.13) sa (x — 1)(x + 1)(x — 3) se dobija 


672 — 102 = A(s + 1)(z — 3) + B(s— 1)(z— 3) +C(e— 1)(2 + 1), 
odakle je 


6227 — 102 = (A + B+C)2? +(—-24—4B)x+(-3A +3B—C}. 
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Iz uslova jednakosti dva polinoma dobija se sistem jednačina 


A+B+C = 6 
-2A4A—-4B = -10 
-3SA+3B_-C = 0. 


Rješenje posljednjeg sistema jednačina je A = 1, B=2 1 C = 3. Zamjenjujući 
dobijene vrijednosti koeficijenata A, B i C u (3.138) je 


672 — 102 1 2 3 


T—302—zi3 z-1 Zl1I  s—3' 


za svako zx € R\{—1,1,3}, čime je dokazan identitet (3.12). 


Treba napomenuti da se zadatak može riješiti i na drugi način, direktnom pri- 
mjenom algebarskih operacija na (3.12). CI 


3.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak 3.1. Uprostiti izraze: 
= 1 ,2++2 
— 2338— 82 Mt 4 


2z+3) 16 
x+5  22—21—15 


(a) A(xz) z € R\{—2,0,2}, 


(b) Be) = 2 +  \zER\{—5,3}. 
Zadatak 3.2. Zadat je izraz C(x) relacijom 


Etne 2x 31? +22+1 t+1l 
GAgOT=K) z3—1 aa 


(a) Odrediti definiciono područje izraza C(x). 
(b) Uprostiti što je više moguće zadati izraz C(2). 
Zadatak 3.3. Odrediti definiciono područje izraza 
2 2 
ka 1 z 1 1 %— +4r 
SO u Samu 
1+ z 


a zatim zadani izraz D(x,y) uprostiti što je više moguće. 


Zadatak 3.4. Uprostiti izraze: 


E= 1 1 1 3 1 1 6 13,1 
OF 2) mrpla s) saga s) 
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1 1 1 
-(b—c)+ ze a+ la) 

(b) F = —— dm 
1/{1 1 mu 1/1 1 je I1/1 1 
a\b2 2 b\c?_ a? c\a?_ b2 

Zadatak 3.5. Uprostiti što je više moguće izraze: 


40543, 
%+219%5+1' x15—1 


xs+2+V/I2K4A 1+2—Vvrt— 
(b) H(x) = a LA (erat. (U) ZU 1 istim 
z+2—Vrš-4 z+2+VIŽ— 


z—9 | 29%5%4+3)\0 0, 
(e) I(x) = PATE RJATEC); -15—27 — 21", zaz29. 


Zadatak 3.6. Odrediti rezultat sređivanja izraza: 


8 3—?T 2—T7 -- 
(a) ste) =(( = 2) Z') ' 


 za2120,2%1, 


(a) G(x) = 


rabi |z| = 2, 


Zadatak 3.7. Uprostiti izraze: 


(a) M(x,y) = Gu |E—22+y, 200 49412, 
— xy? y 

9 Nm) = | + Zli 20 59£2 

Mie Za 

a om =|e = EL | sg on Ve 


Zadatak 3.8. Ako je 


ds 3 a25 ab? ; 3 a2b 6 a255 
= 2 \že| \VaAc 4c4 
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B=|?2 3a2b ab ,/|be {os a%82 ,,|8187 
= 2 c Va|' 26 16e" | ' 


gdje su a, b i c pozitivni realni brojevi, dokazati da vrijedi A = B. 


Zadatak 3.9. Dati su izrazi 


A = V4A9a + 985 + Vam? + 2bm? — Vda + 8b — /364a + 72b 


B = VO9am? + 18bm? — V25a + 506 + V164a + 326 — Vlam? + 8bm2. 
Dokazati da j A—B= 0. 


Zadatak 3.10. Ako je 
A=? a+Tz nla+z a—2 nja—z a+TI 
je a—z an az zn az 


,| {(az")2 + 2az2n+1 + g21+2 
a?2n+2 — 29211 + (gnz)2' 


B= 


gdje j O £x CX a, dokazati da je A = B. 


POGLAVLJE 4 


Kvadratne funkcije, jednačine i 
nejednačine 


Cilj ovoga poglavlja je uvođenje pojmova kvadratne funkcije, jednačine, nejedna- 
čine i objašnjavanje njihovih bitnih svojstava kroz niz primjera. 


Kvadratna funkcija. Svaki izraz oblika az? -+ bx - c, gdje su a, b, c realne kons- 
tante, a £ 0 i x promjenljiva, predstavlja kvadratni trinom. Funkcija za- 
data sa f(z} = ax? + br + c naziva se kvadratna funkcija. Definisana je za 
sve rx € C. Važna karakteristika kvadratnog trinoma, odnosno kvadratne 
funkcije, je diskriminanta  (D) i računa se kao D = 5? — dac. 


Treba primijetiti da je kvadratni trinom zapravo polinom drugog stepena, 
pa pojmovi i osobine uvedeni za polinome vrijede i za kvadratne trinome. 


Kvadratna jednačina. Izjednačavanjem kvadratne funkcije sa nulom dobija se 
kvadratna jednačina (a1? + bx +ec = 0). Rješenja kvadratne jednačine (nule 
kvadratne funkcije) se dobijaju korištenjem formule 


—b+Vb?—dac_ -b+VD 


2a 2a (41) 


%1,2 = 
Kada su poznate nule x1 i x2 kvadratne funkcije f(x) = ax? + bz + €, ona 
se može zapisati u obliku f(z) = a(z — n)(r — 22). 
Često je praktičnije neke zadatke rješavati bez direktnog određivanja rješe- 
nja kvadratne jednačine, već korištenjem relacija koje vezuju ta rješenja i 
koeficijente kvadratne jednačine. Takve relacije su Vietova pravila. 
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Vietova pravila. Neka su x; i z2 nule kvadratne jednačine az? + br + c = 0, 
tada je 


1 +T2 = —-, (4.2) 


(4 
T1'T%2 == Zi (4.3) 


Grafik kvadratne funkcije f : R + R je parabola. Oblik i presjeci s x—osom 
parabole ovise od predznaka vodećeg koeficijenta a i diskriminante D. Sest stan- 
dardnih mogućnosti za parabolu su prikazane na slikama 4.3, 4.2 i 4.1. 


y y 
X1 2 x 
O 
a50 
D%0 a=0 
O a D=0 
%1 %2 


Slika 4.1: Grafik kvadratne funkcije za D s 0 


Slika 4.2: Grafik kvadratne funkcije za D = 0 


y y 
a20 : 
Dx0 O je 
 a£0 
D=£0 
ko 
O 


Slika 4.3: Grafik kvadratne funkcije za D £ 0 


U prvom slučaju, ilustriranom na slici 4.1 riječ je o situacijama u kojima kva- 
dratna funkcija ima dvije realne i različite nule, u drugom slučaju, prikazanom 
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na slici 4.2 kvadratna funkcija ima jednu dvostruku nulu, dok u trećem slučaju 
(slika 4.3) posmatrana funkcija nema realnih nula. 


Kada kvadratna jednačina nema realnih rješenja, njena rješenja su konjugovano 
kompleksna. 


Tjeme kvadratne funkcije. Osim dosada navedenih karakteristika, za precizno 
skiciranje grafika kvadratne funkcije korisno je odrediti i koordinate njene 
ekstremne vrijednosti. Jedinstven naziv za sve tipove ekstremnih vrijed- 
nosti je tjeme kvadratne funkcije. Obično se označava, sa T, a koordinate 
tjemena su date sa, 


b 

tm = (4.4) 
Zac — b? D 

SetsT Vam. (4,5) 


Kvadratna nejednačina. Nejednačine oblika f(x) = 0, f(z) 2 0, f(z) £ 0, 
f(x) £ 0, gdje je f(x) kvadratna funkcija, su kvadratne nejednačine. Pos- 
tojanje, tip i oblik rješenja kvadratne nejednačine zavise od vrijednosti a i 
D kvadratnog trinoma na lijevoj strani iste. : 


e Za kvadratnu funkciju f(x) za koju je a = 0 i diskriminanta po- 
zitivna, rješenje kvadratne nejednačine f(x) S 0 je unija intervala 
(—00, 11) U (2, +oo), dok je rješenje kvadratne nejednačine f(x) £ 0 
za istu kvadratnu funkciju interval (11, x2), gdje su x, i 2 (T1 £ 12) 
rješenja kvadratne jednačine f(z} = 0. 

e Za kvadratnu funkciju f(x) za koju je a £ 0 i diskriminanta po- 
zitivna, rješenje kvadratne nejednačine f(x) £ 0 je unija intervala 
(—00, 21) U (22, +00), dok je rješenje kvadratne nejednačine f(z) S 0 
za istu kvadratnu funkciju interval (71, 22), gdje su 21 i 22 (zi £ 10) 
rješenja kvadratne jednačine f(z) = 0. 

e Kod kvadratne funkcije f(z) negativne diskriminante, ne moraju se 
rješavati standardne kvadratne nejednačine jer je poznato da je ona ili 
uvijek pozitivna (za a 5 0) ili uvijek negativna (a £ 0). 

e Za kvadratnu funkciju nulte diskriminante, vrijedi zaključak analogan 
zaključku prethodnog slučaja (slučaj negativne diskriminante), osim 
što je f(x) jednaka nula u jednoj tački (tačka dvostruke nule). 


4.1. Riješeni primjeri 
Primjer 4.1. Odrediti rješenja sljedećih jednačina: 


(a) 422 —12121+9= 0, 
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Rješenje: (a) Rješenja posmatrane kvadratne jednačine, prema (4.1) su 


12:+V144—144 12 — 3 


SLE TER 3C. 


Dakle, posmatrana jednačina ima jedno realno dvostruko rješenje. 


(b) Definiciono područje ove jednačine je z $ -£1. Množenjem s zajedničkim 
nazivnikom 4(z + 1)(1 — =) se dobija Jednačina sz(1— x)— 9(1— 2?) = 
4x(x2+1), odnosno kvadratna jednačina 2? = 9, koja ima dva realna rješenja 
iste apsolutne vrijednosti, a različitog predznaka 21,2 = :£3. 


(= 


Primjer 4.2. Zadata je kvadratna funkcija f(z) = ar? + bz + € (gdje su a,b,c 
realne konstante). Ako je f(0) = 2, f(1) = 3 i f(—2) = 12, odrediti vrijednost 
F(1/V2). 


Rješenje: Uvrštavanjem odgovarajućih vrijednosti za promjenljivu x {iz uslova 
u postavci zadatka), dobijaju se relacije f(0) = c = 2, fI) = a +b+e= 3, 
f(—2)} = 4a— 2b + c = 12. 

Iz prve relacije se odmah dobija c = 2, pa se određivanje preostalih konstanti 
svodi na rješavanje sistema jednačina a+ 5 = 1, da — 26 = 10, čije je rješenje 
a=2,b=-+—1. 

Dakle, finalni oblik posmatrane kvadratne funkcije je f(x) = 242—2%-+2. Tražena 

V2 


vrijednost je f( 5) =1- 7 +2=3- 7 =3-%" LI 


Primjer 4.3. Dat je skup parabola y = kx?—(2k+1)2+2(k+1) (gdje je k realna 
konstanta). Odrediti onu parabolu ovog skupa koja dostiže ekstremnu vrijednost 
za z = 2. Odrediti presječne tačke tako određene parabole s x— osom. 


Rješenje: Ekstremna vrijednost se dostiže u tački tjemena čija je zx koordinata 
—(2k + 1) 


2k 


ekstremna, vrijednost se dostiže za z = 2, što dovodi do jednačine — 


. Prema uslovu zadatka 
—-(2k+1) _ 


za dati skup parabola, prema (4.4), data sa — 


2. Rješavanjem ove jednačine se dobija vrijednost k = 1/2. Dakle, tražena 
2 


parabola je y = ca —2x+3. 


Diskriminanta kvadratnog trinoma kojim je definisana dobijena jednačina je D = 


(-2))—4---3=—2£ 0, pa ona nema presječnih tačaka sa s—osom. O 


Primjer 4.4. Zadata je kvadratna jednačina 2 _ Aa +1=0. Ako su t1 i T2 
rješenja te jednačine, odrediti vrijednost izraza z}+i. 


Rješenje: Primjenom Vietovih pravila (4.2) i (4.3) na zadatu kvadratnu jednačinu 
se dobiva 2; + 12 = 3/2 i 1122 = 1/2. 
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Traženi izraz se može svesti na oblik koji ovisi samo od x1; + 22 i x;22 kako slijedi 


2 + = (ti + 22)(ei — zima + 2) = (1 + 22) ((m1 + 12), — 32122). 


Uvrštavanjem vrijednosti dobijenih Vietovim pravilima se dobija da je 23 +23= 


9/8. O 


Primjer 4.5. Odrediti sve vrijednosti nenultog realnog parametra m za koje su 
++I T—-m 2mTx 


rješenja jednačine = = — 7 realna i međusobno različita. 
M—T I+I+Mm  mMi—_ 

Rješenje: Doticono područje zadate jednačine se određuje iz uslova m—z £ 0, 

m+zL0, mt — 22? £ 0 i njegova finalna forma je z £ sm. Nakon određivanja 

deflhidlotiog područja, ova jednačina se može svesti na kvadratnu množenjem sa 

zajedničkim nazivnikom m? — 2? i prema koracima u nastavku 


(m + x}(m+x)—(z—m}(m—z) = 2mr 
22 +2mx+M?+2?—2mr+Mm?—2MI = 
2122 —2mT+2M? = 0 


22—mz+m) = 


Rješenja dobijene kvadratne jednačine su realna i međusobno različita samo u 
slučaju kada je njena diskriminanta veća od nula. Diskriminanta, dobijene kva- 
dratne jednačine je D = (—m)? — 4m? = —3m?, pa se uslov njene pozitivnosti 
svodi na —3m? s 0 (treba napomenuti da se svedena kvadratna jednačina posma- 
tra na način da je z promjenljiva, a m parametar). Lijeva strana ove nejednačine 
je uvijek nepozitivna (negativna je ili jednaka nula), pa ne postoji m tako da ona 
bude tačna. Samim time, ne postoji nijedna vrijednost parametra m za koju su 
ispunjeni uslovi zadatka. - Ei 


Primjer 4.6. Odrediti vrijednost realnog parametra k za koju kvadratna jedna- 
čina (1/2— k)2x? + (2k + 5)x — 8k = 0 ima jednu nulu zx; = 2. Za određenu 
vrijednost parametra, odrediti proizvod te vrijednosti s drugim rješenjem dobijene 
kvadratne jednačine. 


Rješenje: Uvrštavanjem vrijednosti z = 2 u zadatu kvadratnu jednačinu dobiva 
se 4(1/2— k) + (2k + 5)2— 8k = 0. Jedino rješenje te jednačine je k = 3/2. 


Za, dobiveno k, kvadratna jednačina je oblika —-z? + 82 — 12 = 0 i njeno drugo 
rješenje je z2 = 6. Traženi proizvod je k- 212 = 3/2 6 = 9. O 


Primjer 4.7. Zadata je kvadratna jednačina 317+52—6 = 0. Ne rješavajući za- 
datu kvadratnu jednačinu, formirati kvadratnu jednačinu (po promjenljivoj y) čija 
su rješenja 11 i ya povezana s rješenjima početne kvadratne jednačine relacijama 
Yi = 21 +1/2X2 i y2 = T2 +1/M. 


Rješenje: Općenito, kvadratna jednačina čija su rješenja 21 i x2 se može zapisati 
i u obliku 2? — (21 + z2)x + rit = 0, što proizilazi iz Vietovih pravila uz dodatni 
uslov da je jednačina normirana, to jeste da joj je vodeći koeficijent jednak jedan. 
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Tražena kvadratna jednačina po y može se odrediti počevši od oblika MW = (n+ 
ga)y + Yiya = 0 uz korištenje Vietovih pravila za zadatu kvadratnu jednačinu. 
Prema (4.2) i (4.3) je z1 + 12 = —-5/3 i z1272 = —2. Slijedi da je tražena jednačina, 


2 1 1 1 1 
W%—-(1n1+—+r+—)y+|(n+r—|)|(rr—)|) = 0 
%X2 X1 Z2 ZT1 
2 Ti + T2 1 
y?— {n+ + |) y + rt + —+H1+1 = 0 
X)X2 X1%2 
5 1 
2 
Sajid. SE /i0) 
y + 6772 ) 
Dobijena kvadratna jednačina se može zapisati i kao 672 + 5y—-3=0. U 


Primjer 4.8. Riješiti nejednačinu 
—%2+5x—7 
u r—_4 
u skupu R. 
Rješenje: Definiciono područje ove nejednačine je zx = 4. Koraci u rješavanju 


zadate nejednačine su prebacivanje svih članova na jednu stranu i svođenje na 
zajednički nazivnik kao u nastavku 


2— 
24? Sz+T _g 
_- 4 
2— 
s 712+15 0, 
2z—4 = 


Za. kvadratni trinom u brojniku vrijedi da je a 5 0 i D = —11(x 0), pa pripada- 
juća kvadratna funkcija poprima samo pozitivne vrijednosti. Zato je posljednja 
nejednačina (a samim time i početna) tačna kada je njen nazivnik negativan što 
vrijedi za z £ 4. (mi 


Primjer 4.9. Odrediti sve vrijednosti realnog parametra p tako da za sve realne 
vrijednosti x vrijedi da je (p— 2)x? — 2px + 2p_ 310. 


Rješenje: Kvadratna nejednačina a5?+bx+e £ 0 je tačna za sve realne vrijednosti 
z ukoliko vrijedi da je a = 0 i D £ 0 istovremeno. Prvi uslov se svodi na 
nejednačinu p— 2 £ 0, odnosno p £ 2. 

Diskriminanta kvadratnog trinoma iz nejednačine je D = 4p? — 4(p—2)(2p—3) = 
—-4p? +28p— 24. Dobijeni izraz se može faktorizirati izvlačenjem —4 i pogodnim 
rastavljanjem srednjeg člana 


—-4p2+28p—24 = -—-4A(p)—7p+6) = -4A(p! —p—6p+6) 
-4(p(p— 1) — 6(p— 1)) = -4(p— 1)(p— 6). 


Drugi uslov se svodi na nejednačinu (p— 1}(p— 6) = 0. Njeno rješenje je p € 
{—co, 1) U (6, Hoo). 


I 
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Presjek rješenja dva uslova predstavlja traženi skup vrijednosti nepoznatog pa- I 
rametra i dat je sa (—00,1). 


Primjer 4.10. Odrediti za koje je vrijednosti realnog parametra m nejednačina 


mar? —7z + lm 


22—2+1 sa 


tačna za sve realne x. 


KRješenje: Kvadratni trinom u nazivniku razlomka na lijevoj strani date nejedna- 
čine je uvijek pozitivan jer se može zapisati u obliku 


1 3 = 3 
2 pd — — TE — — — 
x t€+4l=z 2+2+2= (o )+ 


Dakle, polazna nejednačina je ekvivalentna nejednačini mx?% — 72 + am = 0. 
Ova nejednačina, će biti zadovoljena za za sve realne z ukoliko su zadovoljeni 
uslovi a = m 2 01 D = 49— 16m? = 0. Posljednji uslov se (korištenjem 
formule za razliku kvadrata) reducira na (7 — Am)(7 + Am) £ 0 čije je rješenje 
m € (—00, —7/4) U (7/4, +00), što se može jednostavno uočiti iz tablice. 


(7-—4m)(7+4m) 


Kako prvi uslov zahtijeva da je m S 0, rješenje zadatka je skup vrijednosti 
(7/4, Hoo). Ci 


4.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak 4.1. Odrediti rješenja sljedećih jednačina u skupu R: 


(a) 222 —22+25= 0, 


Zadatak 4.2. Za familiju parabola f(x) = x% + 2(k + 1)z + 3k— 1 (gdje je k 
realna konstanta) odrediti bar jednu tačku koja je zajednička za sve parabole. 


Zadatak 4.3. Odrediti sve vrijednosti realnog porametra m za koje jednačina 
m(a? +22+1)— 222 $2z—1=0 ima samo jedno realno rješenje. 
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Zadatak 4.4. Odrediti sve vrijednosti realnog parametra m tako da jednačina 
(2m — 3)x? — 2mz + m— 2 = 0 ima dva realna rješenja suprotnog znaka. 


Zadatak 4.5. Odrediti najmanju vrijednost parametra k € N za koju samo jedno 
rješenje kvadratne jednačine (k — 3)32 + k(k — 2)x + 9 — 2k — k? £ 0 pripada 
intervalu ( 2). Ž 


Zadatak 4.6. Odrediti sve vrijednosti realnog parametra m za koje nule 11, T2 
kvadratne jednačine 12? + 2(m + 1)z + m = 0 zadovoljavoju uslov 


1 1 
7+728. 
21 %2 


Zadatak 4.7. Za korijene kvadratne jednačine 1% + br + c = 0 vrijedi da je 
2} +x} = 259 i 1 +3x2 =7. Odrediti vrijednost izraza x1%2. 


Zadatak 4.8. Odrediti rješenja sljedećih jednačina: 


(a) 14 — 522 +4= 0, 
(b) 1525 + 1972 — 192— 15— 0, 
(c) b2z%— (b5 + a?)z2? + a282 = 0 (gdje su a i b realne nenulte konstante). 


Zadatak 4.9. Odrediti sva rješenja nejednačine 


2% 


—!41 
22 +1 


u skupu R. 
Zadatak 4.10. Odrediti skup vrijednosti parametra m za koje je nejednačina 


(m— 1)rx?+2mr—m-—1l 


50 
172—2+1 


zadovoljena za sve realne vrijednosti 2. 


POGLAVLJE 5 


Apsolutne vrijednosti, jednačine i 
nejednačine 


Apsolutna vrijednost realnog broja se može interpretirati kao udaljenost tačke 
pridružene tom broju na brojnoj osi od tačke kojoj je pridružen broj nula. Ap- 
solutna vrijednost ili modul za realni broj a, u oznaci |a|, definisana je izrazom 


Osnovne osobine apsolutne vrijednosti broja su 


+ |c{20, 

+ |al=|-al, 

e a =081a=0, 

+ |ab| = |a||bl, 

s |a-+5| = |a| + |b}, 

+ |a—|2Z |la|— ||, 

e |a| £=b5-b5=a=xb,(b2 0), 


e |alžbea£-bVa2b,(b20). 
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U ovom poglavlju bit će prezentirani neki primjeri jednačina u kojima se pro- 
mjenljiva pojavljuje u izrazu koji je pod znakom apsolutne vrijednosti, odnosno 
bit će posmatrana apsolutna vrijednost funkcije f(x} jedne realne promjenljive 
zx. Uvodi se analogno kao i apsolutna vrijednost realnog broja 


_{I(),= F)20 
HEL= UG f(z) £0. 


Najjednostavniji slučajevi jednačina i nejednačina sa apsolutnim vrijednostima 
navedeni su u nastavku, kao i njihove osnovne osobine koje proizilaze iz definicije 
apsolutne vrijednosti. Neka su f(z) i g(x) dvije realne funkcije realne promjen- 
ljive. 


e Jednačina |f(x)| = g(x) nema rješenja ako je g(r) £ 0 za sve posmatrane 
s. 


e Jednačina |f(xz)| = g(x) u slučaju kada je g(x) 2 0 za sve posmatrane z, 
reducira se na jednačinu 


f(x) = g(e) 
ili 


—-f(x) = g(x). 


e Nejednačina |f(x)| £ g(x) nema rješenja ako je g(x) £ 0 za sve posmatrane 
xi 


e Nejednačina |f(z}| £ g(x) u slučaju kada je g(x) 2 0 za sve posmatrane 2, 
se reducira na nejednačinu 


-s(z) £ f(e) S g(e). 


e Nejednačina |f(x)| 2 g(x) ako je g(x) £ 0 za sve posmatrane x, zadovoljena 
je za svako z iz posmatranog skupa. 


e Nejednačina |f(x)| 2 g(x) u slučaju kada je g(x) 2 0 za sve posmatrane =, 
reducira se na nejednačine 


—g(r) 2 f(r) V g(x) £ f(x). 


U situacijama kada navedeni uslovi za g(x) nisu zadovoljeni skup na kojem je 
posmatrana jednačina ili nejednačina definisina potrebno je rastaviti na podsku- 
pove na kojima su navedeni uslovi zadovoljeni i zadatak rješavati kroz određeni 
broj slučajeva. 
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5.1. Riješeni primjeri 


Primjer 5.1. Odrediti broj realnih rješenja jednačine 
amm 

——+1= | f 

(z+1| 

Rješenje: Prvo je potrebno odrediti definiciono područje posmatrane jednačine. 

Mora da vrijedi |x + 1| $£ 0, što je ekvivalentno sa x + 1 £ 0, odnosno proizilazi 

da mora da bude 1 £ —1. Dakle, definiciono područje posmatrane jednačine je 

skup D = (-x,—1) U (—1,+oo). Kako je |x + 1| različito od nula na D datu 

jednačinu je moguće pomnožiti sa |z + 1| pa ona poprimi oblik 


22+|z+1| = |z+1( 
2+|e+1| = (1+1)2 
22 —+|z+1| = 22+22+1 
r+1| = 22+1, {5.1) 


pri tome je korištena činjenica da je al? = 82, što jednostavno slijedi iz definicije 
apsolutne vrijednosti. Lijeva, strana jednačine (5.1) je uvijek veća ili jednaka 
nula, pa onda mora biti i desna, što daje uslov 27 + 1 2 0, odnosno z 2 —1/2. 
Koristeći da je 


1; —1 
Nrtaje z+ z € (1, +) 

-1z—1, zrE(-x,-1) 
proizilazi da je potrebno razmotriti dva slučaja z € (—00,—1) i x € (1, Hoo). 
No, iskoristi li se uslov x 2 —1/2 zaključujemo da je nepotrebno razmatrati prvi 
slučaj, jer na tom području jednačina ne može imati rješenja. U drugom slučaju, 
to jeste kada je z € (—1, +00) jednačina se reducira na sljedeću jednačinu 

2z+l = 22+1 

s S: 

Dato rješenje zadovoljava uslov ovog slučaja pa ga prihvatamo. Dakle, data 
jednačina ima jedno realno rješenje. O 


Primjer 5.2. Odrediti sva rješenja jednačine 
|r+1|—2x+|27—3|=—1 
u skupu R. 
Rješenje: Apsolutna vrijednost je definisana za sve realne brojeve, pa. su i svi 
članovi koji čine posmatranu jednačinu definisini na skupu realanih brojeva. Sli- 


jedi da je definiciono područje posmatrane jednačine skup R. Koristeći definiciju 
apsolutne vrijednosti slijedi da je 


ekije 2z+1, zE(-1,+X) 
-r—-1, rE(-X,-1), 
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3 
27 —3, ze E 10) 


|2zx — 3| = 3 
—-22+3, TE (5): 


Može se primijetiti iz prethodno navedenog da postoje dvije (kritične) tačke koje 
realnu osu dijele na dijelove u kojima je različit znak izraza pod apsolutnom vri- 
jednošću, sto ukazuje na to da je potrebno posmatrati tri slučaja. Prvi slučaj 
obuhvata oblast do prve kritične tačke, drugi slučaj obuhvata oblast između kri- 
tičnih tačaka, dok treći slučaj obuhvata vrijednosti koje su veće od kritične tačke. 
Važno je voditi računa da se slučajevima obuhvate i kritične tačke. U konkret- 
nom slučaju kritične tačke su za s = —1 i x = 3/2, pa se posmatraju sljedeći 
slučajevi. 


(a) Neka je z € (—c0,—1). Data jednačina se reducira na sljedeću jednačinu 


-(1z+1)—(2r—3) = x-1 


-1r—1—22+3 = r-1 
Az = 3 
Tr _ 3 
sa 


Dobijeno rješenje ne zadovoljava uslov slučaja, pa u ovom slučaju posma- 
trana jednačina nema rješenje. 


(b) Za slučaj kada je x € |—1,3/2) data jednačina se reducira na sljedeću 


jednačinu 
2+l1+(-2r+3) = z-—1 
2+l_22+3 = zr-1l 
—-2r = -5 
We. 2. 
2 


Ni ovo rješenje ne zadovoljava uslov slučaja, pa se odbacuje. 


(c) Za slučaj kada je x € (3/2,+00) data jednačina se reducira na sljedeću 


jednačinu 
Trr+l1+2r—-3 = z-_1 
22 = 1 
l 
s = 2) 
ali ni rješenje dobijeno u ovom slučaju ne zadovoljava uslov slučaja, pa se 
odbacuje. 


Na osnovu razmotrenih slučajeva može se zaključiti da data jednačina nema rje- 
šenje u skupu realnih brojeva. 
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Treba napomenuti da je moguće smanjiti broj razmatranih slučajeva ukoliko se 
napravi restrikcija oblasti za koju posmatrana jednačina može da ima. rješenje. 
Naime, kako je datu jdnačinu moguće napisati u obliku 


lr + 1|+|21—3|=2-— 1, (5.2) 


može se primijetiti da je lijeva strana jednačine (5.2), kao zbir apsolutnih vrijed- 
nosti, uvijek nenegativna, pa onda mora biti takva i desna strana te jednačine. 
Proizilazi da mora biti x— 1 2 0, odnosno z 2 1. Ova dodatna restrikcija omo- 
gućava, da se zadatak riješi posmatranjem dva umjesto navedena tri slučaja. U 


Primjer 5.3. Odrediti sva rješenja jednačine 


22 +1 
2—3 


u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje za datu jednačinu je određeno uslovima 1—3 £0 
ix—5 £ 0, pa je dato sa z € (—00,3) U (3,5) U (5, Hoo). Koristeći osobine 
apsolutne vrijednosti proizilazi da se data jednačina može napisati u obliku 


122 + 1|: |2— 5|— (22 + 1|:|z—3| = 0, 
odnosno kao 
(22 + 1|(l2— 5|— |(z1—3|) = 0. (5.3) 


Izjednačavanjem prvog faktora lijeve strane jednačine (5.3) sa nula dobija se jedno 
rješenje. Iz 2x + 1 = 0 slijedi da je zx; = —1/2 rješenje posmatrane jednačine, jer 
zadovoljava, definiciono područje. Izjednačavanjem drugog faktora lijeve strane 
jednačine (5.3) sa nula slijedi da je 


(rm 5 =|2—3)|. (5.4) 


Za, rješavanje dobijene jednačine može se koristiti metod opisan u rješenju pri- 
mjera 5.2. Iskoristi li se definicija apsolutnih vrijednosti proizilazi da su slučajevi 
koje treba posmatrati određeni kritičnim tačkama 3 i 5. Dodatno, imajući na 
umu određeno definiciono područje, slijedi da je potrebno razmatrati slučajeve 
z € (—00, 3), z € (3,5) ix € (5, Hoo). U prvom i trećem slučaju jednačine na koje 
se reducira, jednačina (5.4) nemaju rješenja, pa proizilazi da u tim slučajevima 
ni početna jednačina nema, rješenja. U slučaju kada je kada = € (3,5) jednačina 


se može napisati u obliku z— 3 = 2 + 5, čije je rješenje z2 = 4, koje pripada 
određenom definicionom području i zadovoljava uslov slučaja. Dakle, jednačina 
(5.3), pa i data jednačina, ima dva rješenja x; = —1/2 i 129 = 4. KI 


Primjer 5.4. Odrediti sva rješenja jednačine 


1 = 27 
1—22| "| |dx—2| 


u skupu R. 
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Rješenje: Definiciono područje za datu jednačinu je određeno uslovima 1—2z £ 0 
i4z—2 £ 0, paje dato sa z € (—00, 1/2)U(1/2, Hoo). Koristeći osobine apsolutne 
vrijednosti slijedi da je |4r — 2| = |2(27 — 1)| = |2||2x — 1| = 2|1— 22|, pa se 
data jednačina može napisati u obliku 

SR NE NER SE 

1—2xz| "| 2|1—2z| 
Dalje, svođenjem na zajednički nazivnik i korištenjem osobine da je razlomak 


nula kada mu je brojnik nula, a nazivnik različit od nula, proizilazi da. se data 
jednačina reducira na jednačinu 


1—|1—22|-2xz = 0 
1—2x| = 1—rz. 


Lijeva strana jednačine je uvijek nenegativna, pa onda i desna strana jednačine 
mora, da zadovolji taj uslov, dakle, mora biti 1—2x 2 0, pa je r £ 1. Po definiciji 
apsolutne vrijednosti je 


1—2 1—2x2 ; 
|1—2x| = G 120 (5.5) 
-(1—22), 1—22£0. 


Slijedi da treba razmatrati dva slučaja. 


(a) Uslov prvog slučaja 1 — 2z 2 0, odnosno z £ 1/2 se reducira na 2 £ 


1/2, prema definicionom području. Posmatrana jednačina se reducira na 
jednačinu 1 — 27 = 1— 2, pa je rješenje z; = 0. Obzirom da dobijeno 
rješenje zadovoljava uslov slučaja, pa se prihvata. 


{(b) Uslov drugog slučaja 1 — 2z £ 0 uz dobijeno ograničenje z £ 1 se reducira 
na v € (1/2,1). Jednačina poprima oblik —1 + 27 = 1 — zx, pa je rješenje 
va = 2/3. Dobijeno rješenje zadovoljava uslov slučaja, pa se prihvata. 


Dakle, rješanja date jednačine su 17; = 0 i ra = 2/3. O 
Primjer 5.5. Odrediti sva rješenja jednačine 

||132 + 1 - 2{ - 3| = 2 
. u skupu R. 


Rješenje: Primjenom osobina apsolutne vrijdnosti data jednačina se može napi- 
sati kao skup od dvije jednačine 


(13z+1|—-2|-3 = 2 
|13rx+1|—-2|-3 = -—2, 
odnosno 
||Bšrx1|—2| = 5 


| 
= 


||3e + 1|— 2| 
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Navedene jednačine primjenom osobina apsolute vrijednosti daju skup od četiri 
jednačine 
131+1|—2 = 5 
|132 + 1|—2 
132z+1|—-2 = 1 
132r+1|—2 = -1, 


II 
| 
(2) 


odnosno 


(32 +1| = 7 
3x41| = —3 
13x+1| = 3 
13r+1| = 1. 


Rješavanjem posljednjih jednačina dobiju se sljedeća rješenja —8/3, —4/3, --2/3, 
0, 2/3i 2. o 


Primjer 5.6. Odrediti sva rješenja nejednačine 


G £2 
1+|2—1| 


u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje date nejednačine je skup R obzirom da. izraz u 
nazivniku razlomka u datoj nejednačini nije nula ni za jedan realan broj x. Izraz 
1 + |x — 1| je pozitivan, pa se data nejednačina može pomnožiti sa 1 + |r— 1|i 
time reducirati na nejednačinu 
3 £ 2+2lr—1|, 
1 
-1 =. 
m-1| 2 o; 

Slijedi da je z - 1 £ —-1/2Vx—1 5 1/2, pa je rješenje date nejednačine dato sa 
ž € (—00,1/2) U (3/2, +00). O 
Primjer 5.7. Odrediti sva rješenja nejednačine 


1 = = Pan 
1—22x| " |62—3| 


u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje za datu nejednačinu je određeno uslovima 1—2z £ 
0i62—3+$ 0, pa je dato sa z € (—00, 1/2) U (1/2, +oo). 
Data nejednačina se može primjenom osobina apsolutne vrijednosti napisati u 
obliku 
1 2 
1-—— £K ——, 
122 — 1| 3|22 — 1| 
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odnosno 
3|2x — 1|—3—2 


3l2a — 1 £oO0. (5.6) 


Kako je nazivnik razlomka na lijevoj strani nejednačine (5.6) pozitivan (prema 
definiciji apsolutne vrijednosti je nenegativan, ali zbog uslova iz definicionog po- 
dručja ne može biti nula) slijedi da brojnik tog razlomka mora. biti negativan kako 
bi jednačina (5.6) bila zadovoljena. Dakle, 


3|2x— 1|—5 £_0 


5 
97 — = 
2-1 KD 
pa je 
5 5 
—3 xK 22155 
odnosno 
2 8 
SZ 9 a 
35 s =3 
= N 
3 3 


Dobijeno rješenje, uz uslov iz definicionog područja, implicira da je rješenje date 
nejednačine x € (—1/3,1/2) U (1/2,4/3). 


Primjer 5.8. Odrediti sva rješenja nejednačine 


e+U_1 
122z—3|" 2 


u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje za datu nejednačinu određeno je uslovom 21—3 $£ 
0, pa je dato sa z € (—c0, 3/2)U(3/2, co}. Nejednačinu je moguće pojednostaviti 
množenjem sa 2|2z — 3| = 0. Slijedi da je 
2'x + 1| 

2|z + 1|— |2x1—3| 


122 — 3| 
0. 


IV IV 


Prema definiciji apsolutne vrijednosti je 


OPLIe 1 -1 
Deum sz+1, zgEl(-1,+X) 
-2—1, TE (-%,-—1), 


_ 3/2 
-22+3, t€ (—00,3/2). 


Kritične tačke su —1 i 3/2, pa se razmatraju tri slučaja. 
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(a) Za slučaj r € (-00,—1) data nejednačina se reducira na sljedeću nejedna-. 


činu 
—-22—-—2+21—3 2 0 
-5 2 0. 
Posljednja tvrdnja nije istinita, pa u ovom slučaju nejednačina nema, rješe- 
nja. 
(b)} Za slučaj z € (—1,3/2) data nejednačina se reducira na nejednačinu 
2(x +1)+(22—3) 2 0 
21+2+22—3 2 0 
4-1 2 0 
s 2,2 i 
— a a 


Dobijena rješenja moraju zadovoljavati uslov slučaja, pa se rješenje slučaja 
dobije presjekom dobijenog rješenja i uslova. Dakle, rješenje drugog slučaja 
je z € (1/4,3/2). 


Peta 
(c 
= 


Za, slučaj x € (3/2, +oo) (vrijednost 3/2 je isključena zbog definicionog 
područja) data nejednačina, se reducira na nejednačinu 


2(x+1)—(22—3) 2 0 
212+2—227+3 2 0 
52 0. 


Posljednja tvrdnja je istinita, pa svaka vrijednost varijable x koja zadovo- 
ljava uslov ovog slučaja je rješenje posmatrane nejednačine. Dakle, rješenje 
trećeg slučaja je z € (3/2, +). 


Konačno rješenje date nejednačine je unija rješenja dobijenih u pojedinačnim 
slučajevima. Dakle, traženo rješenje je z € (1/4,3/2) U (3/2, Hoo). U 


Primjer 5.9. Odrediti sva rješenja nejednačine 
|2?2— x|— |x|£ 1 
u skupu R. 
Rješenje: Iz definicije apsolutne vrijednosti slijedi da je 


2, ZE(0,+X) 
-2, TE (-0x,0), 


|x| (5.7) 


lt 


(22 — 2| ', Zi. SPRSOONIMTA) 


-22+2, x€ (0,1). 


52 5. Apsolutne vrijednosti, jednačine i nejednačine 


Primijetimo da se izraz (5.7) u poređenju sa definicijom apsolutne vrijednosti raz- 
likuje u slučaju z = 0. No, kako je 0 = —0 zapis (5.7) je korektan. Modifikacija u 
pomenutom zapisu je napravljena kako bi bilo jednostavnije razgraničiti slučajeve 
koji se posmatraju. Dalje, znak izraza 2? — = može biti određen zapisom u vidu 
faktora x(z — 1) ili primjenom osobina kvadratne funkcije koja je definisana tim 
izrazom. Navedne apsolutne vrijednosti ukazuju da postoje dvije kritične tačke, 
011, te da je potrebno posmatrati tri slučaja. 


(a) Za slučaj kada je z € (—0o, 0) data nejednačina se reducira na nejednačinu 
22—-zr+z = 1, 


odnosno na 


72—-1 £ 0 
(szdlzk I} Et; (5.8) 


što se može riješiti tablicom. 


(s—1)(x+1) 


Nejednačina (5.8) je zadovoljena za z € (—1,1) što u presjeku sa uslovom 
ovog slučaja daje rješenje z € —(1, 0), kako je ilustrirano na slici 5.1. 


-1 0 1 


Slika 5.1: Hustracija za primjer 5.9 


(b) Za slučaj kada je z € (0,1) data nejednačina se reducira na sljedeću nejed- 
načinu 
-%%+zxr-r £ 1, 
odnosno na 


2241 5 0. (5.9) 


Nejednačina (5.9) je zadovoljena za sve = iz skupa realnih brojeva, pa je 
rješenje ovog slučaja određeno uslovom slučaja. Dakle, z € (0, 1). 
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(c) Za slučaj kada je z € (1, Hoo) data nejednačina se reducira na nejednačinu 


" 2%t—x2—2£ 1, odnosno na 


172—2x-1 xx 0. 


Nule pridružene kvadratne funkcije su 1 -£ ,/2, a pošto je a = 1 5 0, data 
nejednačina je zadovoljena za z € (1—,/2,1-+Y/2) pa u presjeku sa uslovom 
slučaja, kako je prikazano na slici 5.2, daje rješenje 


zeE(l,1+V2). 


(I V2)1(1+2) 


Slika 5.2: Ilustracija za primjer 5.9 


Konačno rješenje nejednačine je unija rješenja dobijenih u pojedinačnim slučaje- 
vima. Dakle rješenje date nejednačine je 


zEeEl(-L1+V2). 


|(m| 


Primjer 5.10. Odrediti, u skupu R, sva rješenja koja zadovoljavaju sistem ne- 
jednačina 
35 |2+1|£5. 


Rješenje: Definiciono područje datog sistema je skup realnih brojeva. Zadatak je 
moguće riješiti posmatranjem odvojeno dvije date nejednačine, a zatim konačno 
rješenje odrediti kao presjek dobijenih rješenja. 

Prva. nejednačina je 3 £ |x + 1|, pa koristeći odgovarajuću osobinu apsolutne 
vrijednosti proizilazi da je z 1 £ -3Vz+1 5 3, odnosno 1 £-4V zx 5 2, pa 
je rješenje ove nejednačine dato sa z € (—00, -4) U (2, $oo). 

Druga nejednačina je |x + 1| x 5, pa prema odgovarajućoj osobini apsolutne 
vrijednosti slijedi da je -5 = 21+1 £ 5, odnosno —6 £ zx £ 4, pa je rješenje druge 
nejednačine z € (—6, 4) 

Dakle, rješenje datog sistema dato kao presjek dobijenih rješenja je z € (—6, -A)U 
(2,4), kako je ilustrirano na slici 5.3. 


O 
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NAKANI 


Z ZU 


-6 -4 2 4 


Slika 5.3: Ilustracija za primjer $.10 


5.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak 5.1. Odrediti sva rješenja jednačine 
|13x + 2|— |3— 4zx| = 3 
u skupu R. 
Zadatak 5.2. Odrediti proizvod realnih rješenja jednačine 
3|1— 3x|=2—z2 + |62—21|. 
Zadatak 5.3. Odrediti sva rješenja jednačine 


ZORE NE: 
132x—6| = j2x— dl 


u skupu R. 


Zadatak 5.4. Odrediti sva rješenja jednačine 


r+1l 
2x2—1 


x—1 
27—1 


u skupu R. 

Zadatak 5.5. Odrediti sva rješenja jednačine 
(le +1|—2|=1 

u skupu R. 

Zadatak 5.6. Odrediti sva rješenja nejednačine 


%—2 


z—1 
— FK 
2+6 


= x—3 


u skupu R. 
Zadatak 5.7. Odrediti sva rješenja nejednačine 


12— 21 
—— 2 1 
1—|x—2|" 


u skupu R. 
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Zadatak 5.8. Odrediti sva rješenja nejednačine 
| (le +1|— 4{= 2 
u skupu R. 
Zadatak 5.9, Odrediti sva rješenja nejednačine 
lx 512 3 
u skupu R. 


Zadatak 5.10. Odrediti, u skupu R, sva rješenja koja zadovoljavoju sistem ne- 
jednačina 


3 
= —_ 
£ (132 +2| 7 


NI a 


POGLAVLJE 6 


Iracionalne jednačine i nejednačine 


Iracionalne jednačine. Jednačine u kojima se promjenljiva javlja i pod korije- 
nom nazivaju se iracionalne jednačine. 


Osnovni metod za rješavanje iracionalnih jednačina je metod eliminacije 
korijena koji se sastoji u tome da se jednačina algebarskim transformaci- 
jama (prije svega stepenovanjem) svede na jednačinu u kojoj se promjenljiva 
ne pojavljuje pod korijenom. Međutim, stepenovanjem se često dobija jed- 
načina koja je samo posljedica polazne jednačine i koja nije ekvivalentna 
polaznoj jednačini. Na primjer, jednačina /z = —1 nema rješenja (u skupu 
R), ali se nakon kvadriranja, dobija da je r = 1, što nije rješenje polazne 
jednačine (uvrštavanjem x = 1 u polaznu jednačinu se dobija da je 1 = —1). 
U nastavku su razmatrani neki klasični tipovi iracionalnih jednačina, i date 
su analize koje je potrebno izvršiti prije samog postupka stepenovanja. 


e Za iracionalne jednačine sa korijenima neparnog stepena, vrijedi 


"/ f(z) = g(z) S f(c) = (g(z)P"", ne N. (6.1) 


Kako se radi o iracionalnim jednačinama sa korijenima trećeg (ili višeg) 
stepena, stepenovanjem se često dobijaju složene jednačine koje se rješa- 
vaju određenim smjenama (ili sličnim matematičkim trikovima), što tako- 
đer može da rezultira jednačinama koje nisu ekvivalentne polaznim jedna- 
činama. Takva, situacija je detaljno razmatrana u primjeru 6.2. 
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e Za iracionalne jednačine sa korijenima parnog stepena vrijedi 


f(x) 20 
/Ff(e) = g(z) ed gle) 20 ME) 
f(z) = (g(z))?", nE N. 


Prvi uslov u (6.2) je posljedica parnosti stepena korijena. Obzirom da je 
lijeva strana jednačine nenegativna, takva mora biti i desna strana da bi 
vrijedila jednakost, što rezultira drugim uslovom u (6.2). Prije postupka 
stepenovanja potrebno je osigurati da su obje strane jednačine istog znaka, 
a sve u cilju dobijanja ekvivalentnih jednačina polaznim iracionalnim jed- 
načinama (na primjer kvadriranjem se iz jednakosti —2 = 2 koja je netačna 
dobija tačna jednakost 4 = 4). 


Tracionalne nejednačine. Nejednačine u kojima se nepoznata nalazi i pod ko- 
rijenom nazivaju se iracionalne nejednačine. 


Procedura rješavanja iracionalnih nejednačina je slična opisanoj proceduri 
rješavanja jednačina. - 


e Za iracionalne nejednačine sa korijenima neparnog stepena vrijedi 


24/ f(z) 5 g(z) 2 f(x) 2 (g(2))Y, ne N. (6.3) 
U relaciji (6.3) znak 5 se može zamijeniti sa bilo kojim od znakova £, £ 


ili 2. 

e Dosta komplikovanije su iracionalne nejednačine sa korijenima par- 
nog stepena, za koje je prije stepenovanja potrebno osigurati da su obje 
strane nejednačine nenegativni brojevi, inače se iz tačnih nejednakosti mogu 


dobiti netačne nejednakosti (na primjer iz —4 £ —2 kvadriranjem se dobija 
161 4). 


U nastavku su razmatrani različiti tipovi iracionalnih nejednačina sa kori- 
jenima parnog stepena. I 


(a) 
ft) 20 
%/f(z) £ g(e) ed ala) 20 (6.4) 
. f(c) £ (g(e))?", ne N. i 
Prvi uslov u (6.4) je posljedica parnosti stepena korijena. Obzirom 
da je lijeva strana nejednačine nenegativna, da bi nejednačina imala 
rješenja mora. biti desna strana pozitivna (nenegativan broj nije nikad 


strogo manji (£) od nule ili negativnog broja), što rezultira, drugim 
uslovom u (6.4). 


(b) 
f(x) 20 
/f(z) £ gl) S $ g(r) 20 (6.5) 
f(x) £ (g(z))?", ne N. 
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Obzirom da znak nejednačine u (6.5) nije stroga nejednakost, u pore- 
đenju sa slučajem (a), desna strana može biti jednaka i nuli (u tom 
slučaju će nejednakost biti zadovoljena onda kada je i lijeva strana 
jednaka nuli, jer vrijedi da je 0 £ 0), te se zbog toga pojavljuje znak 
2 u drugom uslovu. 


(e) 
je f(x) 20 g(r) 20 
Vi(e) 2 g(r) S ({ gaje" { f(x) 2 (g(z))" 20, ne š) 
(6.6) 


U nejednačini razmatranoj u (6.6) vrijedi da je lijeva strana nene- 
gativna, te se može zaključiti da je nejednačina zadovoljena kada je 
desna strana manja od nule (nenegativan broj je strogo veći od nega- 
tivnog broja). U suprotnom, obje strane nejednačine su nenegativne, 
odnosno ispunjeni su uslovi za stepenovanje nejednačine. 


(A) 
2n/ {ZA f(r) 20 glz} 2 0 | 
JE) Zao) U. £0 M U 2 (s(2)'" 2 0, ne ŠU ' 
(6.7) 


Obzirom da znak nejednačine u (6.7) nije stroga nejednakost, nejed- 
načina je zadovoljena i kada je desna strana jednaka nuli (nenegativan 
broj je uvijek 2 od negativnog broja i od nule). 


6.1. Riješeni primjeri 


Primjer 6.1. Odrediti sva rješenja jednačine 
VvV2rHirvr—_3=4 


u skupu KR. 


Rješenje: Obzirom da je stepen korijena paran, definiciono područje jednačine je 
dato sa 

{rER:227+1120A42—320} = {3, $x). 
Budući da su obje strane jednačine nenegativne, jednačina se može kvadrirati, 
čime se dobija sljedeća jednačina 


22+1+2—3+2/(22+10(z—3) = 16 
2V(22+1)(z—3) = 18— 32, 


koja je na osnovu (6.2) uz određeno definiciono područje ekvivalentna sa 


(6.8) 


18—3120 55146 
4(22 + 1)(= — 3) = (18— 32)". 
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Prvi uslov iz (6.8) u kombinaciji sa određenim definicionim područjem reducira 
oblast na kojoj se traži rješenje. Proizilazi da mora biti x € |{3,6|. Jednačina iz 
(6.8) se reducira na ' 
4(22 + 1)(2— 3} 
872? — 207 — 12 
1? —881+4-814+12 = 
122 —882+4-84 = 
2? —4x—84r+4-84 = 

(r—4)(r— 84) = 0. 
Rješenja posljednje jednačine su x; = 4 i x2 = 84. Rješenje za ne zadovoljava 
uslov z € (3,6), dok rješenje z; = 4 zadovoljava taj uslov, te je to jedino rješenje 
date jednačine. O 


(18 — 3x)2 
182 — 1082 + 922 


= ME == ZE 


Primjer 6.2. Odrediti sva rješenja jednačine 
Vr+l+V/3r+l= Vr-i 


u skupu R. 


Rješenje: Obzirom da je stepen korijena neparan, definiciono područje jednačine 
je cijeli skup realnih brojeva. Koristeći formulu za kub binoma napisanu u obliku 
(a +5)3 = a3 + 3ab(a + b) + 69, nakon stepenovanja polazne jednačine dobija se 


2+1+3%(1+1)(32 + 1)(Vr+l1+V/3r+1)}+3r+l = s-—1l 


Može se primijetiti da izraz u zagradi na lijevoj strani dobijene jednačine zapravo 
predstavlja lijevu stranu date jednačine, pa može biti zamijenjen desnom stranom 
date jednačine, što daje jednačinu oblika 


3V(z+1)}(32 +I)(x— 1} = —-3xr—3 
(2 +1)(32 + 1}(x—1) = -z-1. (6.9) 


Obzirom da je stepen korijena dobijene jednačine neparan definiciono područje 
se ne mijenja, a ponovnim stepenovanjem se dobija 


(z+1)(3x + 1)(v— 1) = —-(r+1) 
(r+1)((32+1)(x—1)+(2+1)?) = 0 
(xz + 1)(322 — 32 +xr—1+12+22+1) = 0 
42%(2+1) = 0. 
Rješenja posljednje jednačine su 1; = —1 i z2 = 0. Dobijena rješenja zadovolja- 


vaju definiciono područje jednačine, ali obzirom da jednačina (6.9) nije ekviva- 
lentna polaznoj jednačini (zbog iskorištene smjene iz zadate jednačine) potrebno 
je provjeriti da li su dobijena rješenja zapravo rješenja polazne jednačine. Uvr- 
štavanjem = = —1 dobija se $/—2 = 4/—2, odnosno z; = —1 je rješenje date 
jednačine. Uvrštavanjem = = 0 u zadatu jednačinu dobija se 2 = —1, odakle 
slijedi da z2 = 0 nije rješenje date jednačine. Dakle, data jednačina ima jedno 
rješenje 1; = — 1. O 
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Primjer 6.3. Odrediti sva rješenja jednačine 


Vr—-2+V2r—-5+/r+2+3V2r— = TV2 


u skupu R. 
Rješenje: Obzirom da je stepen korijena paran definiciono područje jednačine je 
dato sa 
{zE€R:22—520A4A21—2+V21—-52 0A2+2+3V27—520}. 
Primjenom formule za kvadrat binoma 
— (a+ = a+ 2ab+d2 (6.10) 

slijedi da je 
2(x—2+V2z—35) = 22—4+2V2z—5 
21 —5+2V2z—5+1 


= (V2v— 5) + 2V2a 541 
= (/22z—5+1)220, . {6.11) 


pri čemu je izraz 1—2+V2x — 5 koji se pojavljuje u datoj jednačini pomnožen sa 
2 prije svođenja na potpun kvadrat, jer srednji član trinoma u (6.10) ima faktor 
2. 


Analogno je 
2(21-+2+3V22—5) = 22+14+6V21—5 
= 217—5+2-3V2r—-5+9 
(V2r—5)2 +2-3V2x—5+9 
(V2r—5+3)2 2 0. (6.12) 


Na osnovu (6.11) i (6.12) slijedi da je definiciono područje jednačine dato sa 
x € (5/2, +oo) a polazna jednačina se može zapisati u obliku 


1 1 
7(V2e=5+1){ + {| (Vir 5+3){ = 7}, 
odakle nakon množenja sa ,/2, te na osnovu činjenice da je 


20 
VE=kl={") "= 


-2T, 20 


se dobija 


| 
pare 
ru 


|V2a—5+1|+|V22—5+3| 
Var—5+1+V2z—5+3 
2/2z—5 

Var—5 


NUMIMMII 
a du u 
E DD BR 
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Obzirom da je uslov 22—5 2 0 već uvršten u definiciono područje jednačine, te da 
su obje strane jednačine nenegativne, na osnovu (6.2) nakon kvadriranja se dobija 
da je z = 15. Dobijeno rješenje zadovoljava definiciono područje jednačine. U 


Primjer 6.4. Odrediti sva rješenja jednačine 


2 1 2 
LE 2(C+1) _ et 
£ xz+1l 


u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje jednačine je dato sa 
2z+1l 
(sen: 2tiZ0A2A0A2+140). 


22 
Navedeni uslovi iz definicionog područja impliciraju da je SRI S 0, pa uslov za 


definisanost korijena sa desne strane nije potrebno dodatno pisati. Definiciono 
područje je moguće odrediti primjenom tablice 


i dato je sa z € (—c0,—1) U (0, +o0). 


Desna strana jednačine se može zapisati kao 


|x 1 = 1 
1+1 2+1 R(s+1) 
s = 


2 


te PELD, £20 (6.13) 


polazna jednačina svodi na 
2 
J + H neg = 


Zbog definicionog područja polazne jednačine vrijedi da je t 4 0. Dobijena 
jednačina se reducira na " 


te se nakon smjene 


2 +t-2 = 0 
12 +2t—t—_2 
(t+2)(t— 1} 


MMI! 
ma 
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GL ————— 83 


čija su potencijalna rješenja £, = —2 i 42 = 1. Zbog uslova t 5 0, jedino rješenje 
je t2 = 1. Sada na osnovu (6.13) i (6.2) slijedi da je 


241) i 
zx 
2(z + 1) X 
sz 
2142 = 
T = -2. 
Dobijeno rješenje zadovoljava definiciono područje jednačine. O 


Primjer 6.5. Odrediti sva rješenja nejednačine 


V2z2t—-5r+422—-3 


u skupu R. 


Rješenje: Na osnovu (6.4) slijedi 
22—5124+420 


Vr2—5r+421—-38612—3%50 (6.14) 


122 —52+425 (1—3)2. 


Prva nejednačina u (6.14) je kvadratna nejednačina koja se jednostavno može 
riješiti korištenjem tablice. Slijedi da je 


22 —5x44 2 0 
22—x—42+4 2 0 
(r—1)(r— 4) 2 0, 


(rx — 1)(z— 4) 


pa je rješenje dato sa x € (—-c, 1} U (4,+oo0). Druga, nejednačina u (6.14) je 
trivijalna i svodi se na z 5 3. Treća nejednačina se nakon kvadriranja i sređivanja 
svodi na z £ 5. Konačno rješenje date nejednačine je presjek dobijenih rješenja 
i dato je sa z € (4,5). 


Primjer 6.6. Odrediti sva rješenja nejednačine 


VxX2+3r+251+V/2x2er+1 


u skupu JR. 
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Rješenje: Definiciono područje date nejednačine određeno je sa 
I {xE€R:22+32+22 042 —-2+120}. 
Drugi uslov je zadovoljen za sve realne vrijednosti promjenljive z, jer je diskri- 


minanta pripadajućeg trinoma negativna (D = (-1)?— 4 = —3 £ 0)), a vodeći 
koeficijent pozitivan (a = 1 5 0). Prvi uslov se može napisati u obliku 


22+32+2 2 0 
22+2+2+2 2 0 
(r+1)(rx+2) 2 0, 


odakle slijedi da je definiciono područje dato sa z € (—oco, -2| U {—1, Hoo). 0b- 
zirom da su obje strane date nejednačine nenegativne, nejednačina se može kva- 
drirati, odakle se dobija 


22+32+2 £ 1+2/22—1+1+22—-2z+1 
2/12%1—-r+l 2 dr 


Vri—-r+l 5 27. 


Dobijena nejednačina je zadovoljena za sve vrijednosti rx £ 0, te se može kvadri- 
rati za sve vrijednosti z 5 0, odakle se dobija da je 
22—x+1l 5 42? 
32? +r—-1l xx 0. 


—-1—V13 LE) s 


Rješenje dobijene kvadratne nejednačine je r € ( 


6 , 6 
: —-1+Vv13 
Obzirom da su rješenja i sve vrijednosti zx £ 0, slijedi z € | 0, LE), 
što u presjeku sa definicionim područjem daje konačno rješenje 
—1+v13 
x € (—oo,—2}U ZE) ; 


Primjer 6.7. Odrediti sva rješenja nejednačine 
—3 
11 ——_— 2 
22 + 22 +10 9 


+Postupak rješavanja kvadratnih nejednačina je dat u poglavlju 4 


u skupu R. 
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Rješenje; Definiciono područje nejednačine je dato sa 


— 3 
1! GIZI 2 
{se 7427102 907 +22+100), 


što je ekvivalentno sa 
{reR:22+22+1010}. 


Diskriminanta kvadratnog trinoma je jednaka D = 22 — 40 = 36 x 0, odnosno 
data jednačina nema, realnih nula, odakle slijedi da je grafik kvadratne funkcije 
f(z) = 22 + 22 + 10 parabola sa otvorom prema gore (jer je a = 1 S 0) koja 
nema presjeka sa z—osom, odnosno vrijedi da je 12? + 27 + 10 5 0 za sve realne 
vrijednosti z. Dakle, definiciono područje date nejednačine je prazan skup, te 
nejednačina nema rješenja u skupu R. 


Treba napomenuti da se bez određivanja definicionog područja moglo pogrešno 
zaključiti da je rješenje nejednačine svako x € R obzirom da je lijeva strana ne- 
jednačine korijen parnog stepena koji je nenegativan za sve dozvoljene vrijednosti 
promjenljive nejednačine. . o 


Primjer 6.8. Odrediti broj rješenja nejednačine 


(22 +2—6)V6+52—22 20 


u skupu Z. 


Rješenje: Definiciono područje nejednačine je određeno sa {zx E R:6+52—22 2 
0}, što je ekvivalentno sa {z € R:—-1 5 2 £ 6} = |-1,6).? 


Proizvod dva broja je nenegativan onda kada su oba faktora ili pozitivna ili 
negativna, ili kada je barem jedan od faktora jednak nuli. Obzirom da je drugi 
faktor proizvoda na lijevoj strani date nejednačine nenegativan (korijen s parnim 
stepenom), da bi proizvod bio nenegativan prvi faktor također mora da bude 
nenegativan. Dakle, 


22 +2—6 2 0 
22 +35—22—6 2 0 
(z-+3)(x—2) 2 0, 


odakle slijedi da je rješenje z € (—00, -—-3JU(2, Hoo), što u presjeku sa definicionim 
područjem daje rješenje z € {2, 6|. 


Vrijednosti promjenjive za koje je lijeva strana polazne nejednačine jednaka 0 
(što je 2 0, odnosno nejednačina je zadovoljena), a koje zadovoljavaju definiciono 
područje nejednačine su date sa {—1,6}, te je konačno rješenje dato sa z € {—-1}U 
(2,6), odnosno rješenje nejednačine u skupu Z je dato sa z € {—1,2,3,4,5,6} 
(slika 6.1), odnosno broj cjelobrojnih rješenja nejednačine je 6. 


O 


+Pogledati poglavlje 4 
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-1 23456 
Slika 6.1: Ilustracija za primjer 6.8 


Primjer 6.9. Odrediti sva rješenja jednačine 


12—2Vv22—-8=3 


u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje jednačine je dato sa 
{zER:22—820A12—21V22—82 0}. 


Prvi uslov implicira da zx € (—oo, -2V2| U (2/2, +oo), a drugi se može napisati 
u obliku 


sVr2—8£12. (6.15) 


Za z £ 0 lijeva strana nejednačine (6.15) je nepozitivna, pa je nejednakost (6.15) 
zadovoljena. 


Za z S 0 obje strane nejednačine su pozitivne, te se nakon kvadriranja dobije 


2t(2?7 — 8) £ 144 
(1?)2 — 822 — 144 £ 0. 


Smjenom £ = 2? (t 2 0) nejednačina se svodi na kvadratnu nejednačinu +? — 8t— 
144 £ 0, čije je rješenje dato sa t € {4 — 4/10,4 + 4//10), što uz uslov £ 2 0 daje 


t € (0,4+4V10). (6.16) 
Zamjenom t = 2? u (6.16) dobija se 
0 £22 KAHAVIO B (2 2 0 A 22 £4+AV10). 


Prva nejednakost je zadovoljena za sve z € R, dok je rješenje druge dato sa 
z € |-V4+4V10,V4+ 410), što u presjeku sa uslovom s 5 0 daje s _€ 
(0, V4A + 410). Kada se uzme u obzir da su sve vrijednosti z £ 0 rješenja ne- 
jednačine, dobija se konačno rješenje z € (—0co, V4+ 410) nejednačine (6.15), 
odnosno drugog uslova kojim je određeno definicino područje. Konačno, presje- 
kom sa prvim uslovom proizilazi da je definiciono područje polazne jednačine 
dato sa 


TE (—o0,—2V?| U av, 4+4/10|. 
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Kvadriranjem polazne jednačine se dobija 


12—-2Vv2z2t—-8 = 
zvri-8 = 


Obzirom da je desna strana pozitivna, slijedi da je z = 0, te se definiciono podru- 
čje jednačine svodi na |2v2, NES aViO) . Kvadriranjem se dobija jednačina koja 
se smjenom u = 1? 2 0 svodi na kvadratnu jednačinu čija su rješenja u; = —1 
i u2 = 9. Prvo rješenje ne zadovoljava uslov u 2 0, a iz drugog se dobijaju 
rješenja 1; = -3 i za = 3. Rješenje zx; = —3 ne zadovoljava definiciono područje 
jednačine, te je za = 3 jedino rješenje date jednačine. ma 


Primjer 6.10. Odrediti sva rješenja jednačine 


Vrži—-p+2vri—-li=x 


u skupu R. Diskutovati dobivena rješenja u ovisnosti o realnom parametru p. 


Rješenje: Definiciono područje jednačine je dato sa {x € R: 22—p 2 OA2?—1 2 
0}, što je ekvivalentno sa (2 € (—00, —/pJU(/P, +c0))A(x € (—00, -1JU(1, +oo)). 
Jasno se vidi da će konačno definiciono područje ovisiti od p, odnosno od toga 
da li je p na brojnoj osi lijevo ili desno od jedan. Osim toga može se primijetiti 
sljedeće. Lijeva strana date jednačine je nenegativna, pa proizilazi da mora biti 
nenegativna i desna strana jednačine, odnosno da je z 2 0. Navedeni zaključak 
i postavljeno definiciono područje impliciraju da su od interesa sljedeći slučajevi 
i njima pridružene oblasti kojima pripada promjenljiva. 


(a) Zap£ lje zx € (1, 400). 
(b) Zap2 1 jez € (/P, +). 


Uz navedene uslove moguće je izvršiti kvadriranje date jednačine. Slijedi da je 


22 —p+422 —4+4/(22— p)}(z22— 1) = 2? 
A4/ (22 — p)(22— 1) =p+4— 422. 


Na. osnovu (6.2) slijedi da je 
4 
25 mn (6.17) 
a uslovi (a) i (b) omogućavaju dodatno kvadriranje, pa se dobija 
16(2? — p)(z? — 1) Pi +8p+16— 8(p+ 4)22? + 162 
8(2—p)z2?_ = (p— 4)? 
2 (p ža 4)? 
= 1 
"= sea) a 
odakle neposredno slijedi da mora biti p £x 2 (lijeva strana dobijene jednakosti je 
nenegativna, pa mora biti i desna). Slučaj p = 2 implicira da je 0 = 4, pa nije 
od interesa. 


| 
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Uvrštavanjem dobijene vrijednosti za z? u uslov (6.17) dobiju se dodatna ogra- 
ničenja za vrijednosti parametra p. Slijedi da mora biti 


— 4)? 4 
(p_41)" _p+ 


8(2—p} 4 ' 

što je uz postavljeni uslov p £ 2 ekvivalentno sa 3p? — 4p £ 0, pa je p € (0, 4/3). 

_— 4 

Iz (6.18) slijedi da jez = a no uz uslov za p, prema definiciji apsolutne 

—P 
= = 4—p 
vrijednosti, je 1 = =. 
2,/2(2 — p) 


Ostaje još provjeriti da li su zadovoljeni uslovi (a) i (b) za određeno rješenje i za 
p € |0,4/3). 


Za p £ 1 traženi uslov (a) implicira da je 2? 2 1, odnosno —— 2 1, što je 


—_— 4)? 
8(2—p) 
ekvivalentno sa p? 2 0. Posljednja nejednakost je uvijek zadovoljeno za, realno p, 
pa je uslov u slučaju (a) zadovoljen. 


= 2 
Za p € (1,4/3| traženi uslov (b) implicira da je 2? 2 p, odnosno — = 2 p, što 


8(2—p){ 
je ekvivalentno sa (3p— 4)? 2 0. Posljednja nejednakost je uvijek zadovoljena za 
realno p, pa je uslov u slučaju (b) zadovoljen. 


4— 
Dakle, traženo rješenje je z = Pau BE Dp € |(0,4/3). o 
2./2(2 — p) 


6.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak 6.1. Odrediti sva rješenja date jednačine u skupu R: 


(a) V2x+8+VIrH5S=T, 
(b) Vr+3+Vr+8=Vvr+?4. 


Zadatak 6.2. Odrediti sva rješenja date jednačine u skupu R: 
(a) V3_-x+V6+x=3, 
(b) V1—2+V/2-xr+V/3_-zr=0. 


Zadatak 6.3. Odrediti sva rješenja jednačine 


s 1+3 " = 5%+2 13 
52 +2 z+3 6 


u skupu R. 
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Zadatak 6.4. Odrediti sva rješenja jednačine 


I4+VI1I+Irvrž—_2A=r 


u skupu R. 


Zadatak 6.5. Odrediti sva rješenja date nejednačine u skupu R: 


(a) V6+r—-1?251— 3, 


J 1 
(6) 741" 2-1 


Zadatak 6.6. Odrediti sva rješenja nejednačine 


Vr12—3x—1058—2x 


u skupu R. 


Zadatak 6.7. Odrediti sva rješenja nejednačine 
I 2 Ez -2 1 
nard = pet 
21—-2 x x 


Zadatak 6.8. Odrediti sva rješenja nejednačine 


2+2+2Vzr+HIH/r+r2—-2vr+lo2 


u skupu R. 


'u skupu KR. 


Zadatak 6.9. Odrediti sva rješenja nejednačine 


222 (2 + V/12—22— 22) 


u skupu BR. 
Zadatak 6.10. Odrediti sva rješenja nejednačine 


2vrtaosr+1l 


u skupu R. Diskutovati dobivena rješenja u ovisnosti o realnom parametru a. 
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POGLAVLJE / 


Trigonometrijske funkcije, 
jednačine i nejednačine 


U osnovne trigonometrijske funkcije se ubrajaju funkcije sinus, kosinus, tan- 
gens i kotangens. Mogu biti uvedene koristeći odnose dužina stranica u pravo- 
uglom trouglu. 


Dat je pravougli trougao ABC, pri čemu je pravi ugao u vrhu C, prikazan na 
slici 7.1. 


B 

d 
E a 

$£e) a 
A b G/ 


Slika 7.1: Trougao 


Ukoliko se ugao BAC označi sa c, ugao ABC sa £, a dužine stranica BC, AC i 
AB sa a, bi c, respektivno, onda vrijedi 


si = KOGAR tga 2 ctge ; 
INOG = -— = - = — = = 
e' c' E b' E a' 
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Navedene funkcije se nazivaju sinus, kosinus, tangens i kotangens, respektivno. 


Područje definisanosti za uvedene trigonometrijske funkcije može se proširiti po- 
moću trigonometrijske kružnice. 


Slika 7.2: Trigonometrijska kružnica 


Potrebno je povući polupravu iz ishodišta koordinatnog sistema koja zaklapa ugao 
a: sa pozitivnim dijelom r—ose. Presjek te poluprave sa jediničnom kružnicom, 
sa centrom u O(0, 0), daje tačku A. Navedena kružnica se zove trigonometrijska. 


Neka, je projekcija tačke A na rx—osu označena sa B, a projekcija na y—osu sa 
C. Odsječak (od koordinatnog početka) koji tačka B odsjeca na x—osi je cosa, 
a odsječak (od koordinatnog početka) koji tačka C odsjeca na y—osi je sina. 


Presjek prave OA sa tangentom u tački (1,0) na trigonometrijsku kružnicu je 
tačka D. Odsječak (od presjeka sa z1—osom) koji tačka D odsjeca na toj tangenti 
jetga. 


Presjek prave OA sa tangentom u tački (0,1) na trigonometrijsku kružnicu je 
tačka E. Odsječak (od presjeka sa y—osom) koji tačka £ odsjeca na toj tangenti 
je ctga (slika 7.2). 


Prilikom rješavanja zadataka sa trigonometrijskim funkcijama često se pojavljuju 
neki karakteristični uglovi. Navedeni su u nastavku, kao i vrijednosti trigono- 
metrijskih funkcija za te uglove, pri čemu oznaka 'n.d.' u tabeli označava da 
posmatrana funkcija za posmatranu vrijednost ugla nije definisana. 
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U nastavku slijedi pregled najvažnijih osobina trigonometrijskih funkcija sin x, 
cosr, tg Tr i ctgr. 


Definiciono područje. Funkcije sine i cosz su definisane za sve realne vrijed- 
nosti argumenta x, pa je njihov domen čitav skup realnih brojeva. 


si 
Funkcija tgx = — je definisana kada j je funkcija cosz različita od nule, 
što se svodi na s £ 1/2 + kr, za k € Z. 


Slično, funkcija ctg2 = = je definisana kada je funkcija sin x različita 
od nule, iz čega slijedi zx £ kr, za k € Z. 


Ograničenost. Funkcije sine i cose su ograničene funkcije i vrijedi 
Isinx| £ 1, |cosz|£ 1, 


odnosno 
-1=snx£=1l, -ICcosr£1l. 


S druge strane, funkcije tg x i ctg r nisu ograničene. 


Znak. Funkcija sin x je pozitivna za vrijednosti uglova iz prvog i drugog kva- 
dranta trigonometrijske kružnice, dok je za ostale kvadrante (treći i četvrti) 
negativna. Funkcija sin x ima vrijednost nula za x = kr, za svako k € Z. 


Funkcija cosx uzima pozitivne vrijednosti za uglove iz prvog i četvrtog kva- 
dranta, a za uglove iz drugog i trećeg negativne. Funkcija cos je jednaka 
nuli za z = w/2 + km, za svako k € Z. 


Kako su funkcije tgx i ctgr količnici sinusa i kosinusa, to će one uzimati 
pozitivne vrijednosti kada su sinus i kosinus istog znaka, to jeste u prvom 
i trećem kvadrantu. U drugom i četvrtom uzimaju negativne vrijednosti. 
Funkcija tg z ima vrijednost nula onda kada je sin z ima, to jeste za 1 = kr, 
za svako k € Z, dok je funkcija ctg x jednaka nuli onda kada je i cos, to 
jeste za x = T/2 + kr, za svako k€ Z. 


Periodičnost. Funkcije sinz i cosz su periodične, i njihov osnovni period je 
jednak 2m. Funkcije tgr i ctgr su također periodične, ali sa osnovnim 
periodom 7. 
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Na. osnovu navedenog, za svaki cijeli broj k i realni broj x, vrijede sljedeće 
relacije 
sin(z + 2km) = sin 2, . cos(x + 2kT) = cosT, 


tg(r+kr) =tgr, ctg(r+ kr) = ctgr. 


Parnost i neparnost. Funkcije sinz, tgr i ctgr su neparne, dok je funkcija 
cosz parna funkcija, pa vrijedi 


sin(—z) = — sinT,  cos(—z) = COST, 


tg(—xz) =—tgr, ctg(—-xr)} = —ctgz. 


Mogu se izvesti mnoge relacije kojima je iskazana veza različitih trigonometrijskih 
funkcija za različite argumente. Navest ćemo neke od najznačajnijih formula. 


e Osnovni trigonometrijski identitet 
cost x + sina = 1 
e Formule za sinus i kosinus zbira i razlike uglova 


sin(x £ S) = sinacosf + cosasin B 


cosla £ S) = cosacosf F sinasin 8 


e Formule za, sinus i kosinus dvostrukog ugla 


sina = 2sinacosa 


2 


cos2x = cost a — sin? 


a = 2cosw—1=1—2sinta 


e Formule za pretvaranje zbira ili razlike sinusa ili kosinusa u proizvod 


sina+sin8 = 2sim (5) Čad (=?) 
(jele?) 
| az) 
met = salje (9) 


e Formule za pretvaranje proizvoda sinusa ili kosinusa u zbir ili razliku 


sin x — sin 


U 


cos x + cos 8 


sincsinf = Ž (cos(e — 8) — cosle + A))) 
sinacosB = ; (sin(x + 8) + sin(a — £)} 


cosacos = = {cos(x — 8) + cos(e + £)) 
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7.1. Riješeni primjeri 


Primjer 7.1. Izračunati vrijednost izraza 


__ cos64" cos4? — cos 86" cos 26? 
— cos71" cos419 — cos49" cos19"" 


Rješenje: Koristeći formulu za proizvod kosinusa, početni izraz A postaje 


geni 


2 


= (cos(64" + 4?) + cos(64? — 4?)) — —-(cos(86" + 26") + cos(86% — 26")}) 
_ (cos(71e -+ 41") + cos(71? — 41%)) — = (cos(49e + 19%) + cos(49? — 19")) 


Daljnjim sređivanjem dobija se 


1 1 
S (cos 68% + cos60"%) — 7 (cos 112% + cos 60") 7 (005 68% — cos 112") 
ATI PRI Rm RE Va NN 
I 1 1 1 
7 (cos 112? + cos 30") — 7 (cos 68% + cos 30") 7 (cos 112? — cos68"%) 
Odavde, nakon kraćenja brojnika i nazivnika se dobija da je A = —1, O 


Primjer 7.2. Neka je cose = 5/13 i r € (37/2, 27). Izračunati sin (z + 27/3). 
Rješenje: Koristit će se formula za sinus zbira, pa slijedi 
sin |x + ME sin £ cos a + cos? sin ui 
3B/_ 3 3" 
Iz date vrijednosti za funkciju kosinus i osnovnog trigonometrijskog identiteta 


cos? z + sin? z = 1, vodeći računa da x pripada četvrtom kvadrantu, gdje funkcija 
sinus ima negativne vrijednosti, slijedi 


I 5\? 25 12 
inz=—VI1— cost =—{/1—{— 32%) APR 
sin zx 1— cos 1 (E) 1 169 13 


Dalje vrijedi 


, 27 12 1), 5 V3_ 12+5V3 
sn{T+—)=-—-(-—|)+—:' —= 
13 2 13 2 26 
Pri određivanju vrijednosti funkcija, sinus i kosinus za ugao 27/3 korištena, je 
data tabela sa vrijednostima za neke karakteristične uglove i veza tih funkcija za 
uglove 27/3 i r/3. Sa slike 7.3 jednostavno se zaključuje da je 


sin Žx = sin = 3 

3 — 3 2 

27 + 
COS— = —C(0S—-=z—-. 


3 3 2 
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y 


Slika, 7.3: Ilustracija za primjer 7.2 


Primjer 7.3. Odrediti sva rješenja trigonometrijske jednačine 
2sinz — 2V3 cos — Vštgr+3=0 

na segmentu (0, 27). 

Rješenje: Definiciono područje funkcije tgx koja se pojavljuje u jednačini je 

D={xtER:rz$7/2+ km, k € Z}. Definiciono područje preostalih funk- 

cija je čitav skup R, pa proizilazi da je D i definiciono područje postavljene 


jednačine. Ukoliko se posmatraju samo vrijednosti unutar segmenta (0, 27), onda 
je definiciono područje čitave jednačine 


Y 3 3 
D, = |.) U (2) U (2 = 


Data, jednačina se može napisati u obliku 


2(sinx — VB cosx) — V3 (star) = 0, 


COST 


odnosno kao 


(sinz — V3 cos z) (' = v3 ) 
: COST 

Izjednačavanjem prvog faktora (sinx — V3 cosz) sa nulom proizilazi da je tgx = 
V3. Treba napomenuti da je za z € D1 cos £ 0, pa je moguće izvršiti dijeljenje 
sa cos da se izvede navedeni zaključak. Imajući na umu da se traže rješenja iz 
segmenta (0,27), slijedi da je x; = 1/3 ili z2 = 41/3. Oba ova rješenja, prikazana 
na slici 7.4, pripadaju definicionom području DD). 

Iz izjednačavanja drugog faktora (2— /3/ cosz) sa nulom proizilazi da je cos = 
V3/2, pa je 13 = 1/6 ili x4 = 117/6. 1 ova, rješenja pripadaju definicionom 
području D1. Prikazana su na slici 7.5. 
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Slika 7.5: Ilustracija za primjer 7.3 


Dakle, traženi skup rješenja je 
URA JE 
6'3'3' 6 /' 


Primjer 7.4. Odrediti sva rješenja trigonometrijske jednačine 
Ssin" x — 10 sin cost + 9 cost = 2 
u skupu R. 
Rješenje: Definiciono područje date jednačine je cijeli skup R, obzirom da su 
funkcije sinus i kosinus definisane za svaki realni broj. 


Data jednačina je nehomogena kvadratna trigonometrijska jednačina i potrebno 
ju je svesti na homogenu korištenjem osnovnog trigonometrijskog identiteta. Do- 
bija se 

5sin"x— 10sinzcosz + 9costz = 2(cos? 2 + sin? 2) 

3sin"z— 10sinz cos + 7costz = 0. 
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Dobijena jednačina je homogena kvadratna trigonometrijska jednačina i može se 
riješiti dijeljenjem čitave jednačine sa cos? rx (uz uslov cos?z £ 0). Dobije se 
jednačina 


sin" x sinT 
= 0 

cos? x COST 

3tg?r—10tgr+7 = 0. 


+7 0 


Kako se dobila kvadratna jednačina po tg x, ona se može riješiti smjenom + = tg 2 
322 —10+7 = 0 —, 
(38—7)(t—1) = 0. 
Rješenja ove jednačine su 4; = 7/3 i 2 = 1. 


Sada je potrebno vratiti smjenu i izračunati vrijednost promjenljive x za t1 i 
ta. Ako je ti = 7/3 izraz kojim je uvedena smjena implicira da je t1 = tg 21, 
odnosnno 

sm 

3— 8 %1, 


pa je r; = aretg(7/3) + kr, k € Z. Za t2 = 1 slijedi da je ta = tg z2, odnosno 
1=1tg72, 


pa je za = arctg1 + km = T/4 + kr, kE Z. 


Potrebno je još provjeriti slučaj kada je costr = 0, odnosno cosr = 0. Tada 


je prema osnovnom trigonometrijskom identitetu sin" x = 1 i uvrštavanjem ovih 


vrijednosti u polaznu jednačinu, dobija se 5 = 2, što je očito netačno. Ovaj slučaj 
nema rješenja. 


Dakle, sva, rješenja jednačine su 


{zER :2 = arctg(7/3) + kr Va = n/4+ kr, k€ Z}. 


Primjer 7.5. Odrediti sva rješenja trigonometrijske jednačine 
sin 3x — V3cos3a = 2 


u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje date jednačine je cijeli skup R, obzirom da su 
funkcije sinus i kosinus definisane za svaki realni broj. 


Ako se data jednačina podijeli sa 1/12 + (V3)" = 2, jer su Li /3 koeficijenti koji 
stoje uz sinus i kosinus, dobija se sljedeća jednačina 


V2 


1, v3 
7 3in3a —_ — 00sa ==! 
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Ako se primijeti da je cos(1/3) = 1/2 i sin(m/3} = V3/2, onda. uz korištenje 
formule za, sinus razlike vrijedi 


sin $x COS Te cos 3? sin ua _y2 
3 3 2 

j T /2 

sin (3%— E) ==" 


Za rješavanje ove jednačine, koristi se slika, 7.6. 


Slika 7.6: Ilustracija za primjer 7.5 


Rješavanjem posljednje jednačine dobije se 


T T be T 3T 
tu g = —g+2kr ili g = + 2kT, 


gdjejek € Z. 


Daljnjim sređivanjem dobije se 


T i ST 
3T = 72 + 2kr ili 3x = -P +2kr, 


zakEZ. 


Konačno, sva rješenja date trigonometrijske jednačine su 


zTER:2=—+—Vr=-—+—,keEZ 


T 2km _5ST 2kT 
36 3 36 3 ' 


Primjer 7.6. Odrediti sva rješenja trigonometrijske jednačine 
sin z — cost z = sin" z — cos x 


u skupu R. 


80 
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Rješenje: Definiciono područje date jednačine je cijeli skup R, obzirom da, su 
funkcije sinus i kosinus definisane za svaki realni broj. 


Nakon prebacivanja desne strane jednačine na lijevu stranu, i transformiranja 
koristeći razliku kvadrata, dobija, se 


sin x — cost z — (sinŠ z — cost) = 0 
sin' z — cost x — (sin x — cost x)(sin{ z + costz) = 
(sinf x — cost 2) (1— (sin! a + costz)) = 0. 


Mora vrijediti sin' x — cost z = 0 ili sinf z + cost z = 1. Sada je potrebno ispitati 
ta dva slučaja. 


(a) 


(b) 


Razmotrimo prvo slučaj sinf x — costz = 0. Ako se data jednačina tran- 
sformiše primjenom formule za razliku kvadrata, dobije se 


(sin? x — cos? x)(sin? z + cos? z) = 0. 


Korištenjem formule za kosinus dvostrukog ugla i osnovnog trigonometrij- 
skog identiteta, jednačina se svodi na 


—cos2z-1 = 0 


cos2r = 0. 


Rješenje posljednje jednačine je 27 = 1/2 + km, odnosno £ = x/4+ kr/2, 
gdjejek € Z. 

Sada razmotrimo slučaj sinf x + costx = 1. Desna strana te jednačine 
može biti zapisana u obliku (sin? x + cos? z)?, budući da je to jednako po 
osnovnom trigonometrijskom identitetu, pa je moguće posmatranu jedna- 
činu dodatno pojednostaviti 


sintx + cost = (sin? z + cos? £)? 
sin z + 2 sin? z cos? z + cos = 


U 


sin z + costr 
0 = 2sin{ zcos' 2. , 


Odavde se nakon množenja posljednje jednačine sa 2 i korištenjem formule 
za sinus dvostrukog ugla dobija 


Asin" žcostr = 
(2sinzcosz)? = 0 
sint'2z = 0. 


Korjenovanjem posljednje jednačine, dobija se sin?2z = 0, čije je rješenje ' 
2% = kw, odnosno z = kr/2, gdjeje k€E Z. 


Konačno, sva rješenja polazne jednačine su unija rješenja iz navedena dva slučaja, 
te se mogu zapisati kao x = kr/4, gdjeje k € Z. O 


gdje je m realan parametar. 
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Primjer 7.7. Izračunatti vrijednost izraza Sr ez ako je sina-+-cosa = M, 
ctg 3 tg 5 


Rješenje: Da, bi izraz bio definisan, mora vrijediti 
Le (o . a a 
sinz 70, c0S £0i ts —-+t87 0. 
Rješavanjem datih uslova, dobije se 


gzkm SJE+ki2y1+2, 

gdje je k € 2. Posljednji uslov je dobijen iz činjenice da je tg _ tise £0 
ekvivalentno zahtjevu 1 — tg? , £ 0, odnosno ts K+l. - 

Daljim sređivanjem, dobije se a £ km/2, k€E Z. 


Sada je potrebno pojednostaviti dati izraz. Dobije se 


1 + cos?ar cos? a; + sin" ar + cos? ax — sina 
at} ZE ona 
de 7 —-t87 cos; _ sing 
" (+ a 
sin 2 COS T 
2 cost a 2 cos? sin £ cos $ 
= 2 ae :p2 ae = 
cos? £ — sin" $ cos a 


J (27 (24 
sin PT COS T 
= sSinacosa. 


Kvadriranjem izraza sin x + cosa = M, dobija se sin? a + 2 sina cosa + cos? a = 


mMm2, odakle se sin x cos, može napisati kao 
m? — (cost ax + sina) _ m2—1 
2 ST. 


sin MCOSG = 


m?—1 


Odavde slijedi da dati izraz ima vrijednost ,zaa £ km/2, k€E Z. (im 


Primjer 7.8. Odrediti sva rješenja trigonometrijske nejednačine 
2— cos2z — 3sinz 2 0 
u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje date nejednačine je cijeli skup R, obzirom da su 
funkcije sinus i kosinus definisane za svaki realni broj. 


Ako se iskoristi formula za kosinus dvostrukog ugla, dobije se sljedeća nejednačina 
2—(1—2sin"z)— 3sinz 2 0 
2sin"z—3sinz+1 2 0. 
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Rastavljanjem posljednje nejednačine na, faktore, dobija se 


(2sinx — 1)(snz—1)2 0. 


Posljednja nejednačina će biti zadovoljena ukoliko su oba njena faktora istog 
znaka ili jedan od njih nula. 


Moguće je posmatrati dva slučaja. 


(a) Neka je snx— 1 2 0, odnosno sinx 2 1. Iz osobine ograničenosti funkcije 
sinus je —1 £ sinx £ 1 za svaki realan broj x, pa se navedeni uslov nejed- 
nakosti svodi na uslov jednakosti sinx = 1, čije rješenje je sz = w/2 + 2kT, 
gdje je k € Z. Za tako dobijene vrijednosti = drugi faktor je 2sinx—1=1, 
pa je posmatrana nejednačina zadovoljena. Dakle, rješenja ovog slučaja su 
2z=T1/2+2kr,k€EZ. 


(b) Ukoliko je snxz— 1 £ 0, to jeste sin £ 1. Ovaj uslov je zadovoljen 
iz osobine ograničenosti za sve realne vrijednosti x, pa da bi nejednačina 
bila zadovoljena drugi faktor u izrazu kojim je jednačina zadata mora biti 
negativan ili nula. Slijedi da mora biti sinz £ 1/2, pa se za rješavanje ove 
jednačine može koristiti slika 7.7. 


Slika 7.7: Ilustracija za primjer 7.8 


Sa slike. 7.7 se može očitati rješenje ove nejednačine, i dato je sa 


ze rhm, GE + 2kr| ; 


gdjejek € Z. 


Konačno, rješenje polazne nejednačine je unija rješenja dobivenih u posmatranim 
slučajevima, a to je skup 


{ER ŠT aka sa SE bakra = S +2k, keZ). 
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Primjer 7.9. Odrediti sva rješenja trigonometrijske nejednačine 
te"2r+tg2r 2 tg2r+1 
u skupu R. 
Rješenje: Definiciono područje date nejednačine je određeno uslovom 2z $£ 1m/2+ 
kr, k € Z, odnosno s £ 1/4 + kr/2, kE Z. 
Nejednačina se može napisati u obliku 
tg" 2z(tg2r+1)2 tg22+1, 
odnosno kao 
(tg2x + 1)(tg22— 1) 2 0, 
ili koristeći formulu za razliku kvadrata 
(tg2z + 1)(tg2r— 1) 2 0. 
Kako je (tg2r + 1)? 2 0 za sve realne vrijednosti promjenljive z, nejednačina se 


svodi na tg2r — 1 2 0, odnosno tg2r 2 1, što je ilustrirano na slici 7.8. Treba 
napomenuti da su na slici ilustrirane vrijednosti za 227, pa slijedi da je rješenje 


Slika 7.8: Ilustracija za primjer 7.9 


date nejednačine 
I+kr£2RLŽ+krm ke, 
pa je 
T kr 17 kr 
KESE SSaE:Z25 I 
3 2 Srzy+ z  keZ 
Također, rješenje nejednačine se dobije i kada je tg2z + 1 = 0, odnosno 22 = 
—T/4 + kr, to jeste z = —7/8 + kr/2, k € Z, što je prikazano na slici 7.9. 


Konačno rješenje se može napisati u obliku 


ze Tg Ty | T SEM: REz 
SGC TE kog: SO CA Eleje 
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Slika 7.9: Ilustracija za primjer 7.9 


Primjer 7.10. Odrediti sva rješenja trigonometrijske nejednačine 
(V3texz— 1)(2costx—1)=£ 0 
na segmentu (0, 27). 
Rješenje: Definiciono područje date nejednačine, zbog funkcije tangens je odre- 
đeno uslovom z £ m/2 + kr, k€E Z. 
Proizvod sa lijeve strane jednačine će biti negativan kada su faktori različitog 


znaka. Mogu se uočiti dva slučaja. 


(a) Neka je prvi slučaj V3tgx— 1240 i 2cos?2—1 5 0. Prvi navedeni uslov 
implicira da je 


3 
tgr- = (7,1) 
a drugi cos? S $, odnosno 
|cosx| 2 ve (7.2) 


Sa. slika 7.102 i 7.10b se mogu očitati rješenja nejednačina (7.1) i (7.2). 
Rješenje nejednačine (7.1), na skupu (0,27) je 


-T T TT 3T 
ZE 95) U (=. =) U (27) u 
Rješenje nejednačine (7.2), na skupu (0,27) je 
T 3T 57 77x 
ZE Pi) U (22) U (2 2 
Presjek ova dva. rješenja je 


TE (o, =) U (SE) U EZ I 
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y2 
2 


2 
|cose| s 42 


(b) 
Slika 7.10: Ilustracija za primjer 7.10 


(b) Razmotrimo slučaj V3tgx— 150 i 2c0s%2—1 4 0. Prvi uslov implicira 


tgr o a (7.3) 
a drugi 
Ž 
|cosz| £ a ; (7.4) 


2 
2 


2 
|cosr| £ yv2 


3 
4 


(NET 


{b) 
Slika 7.11: Ilustracija za primjer 7.10 


Sa slika 7.11a i 7.11b se mogu očitati rješenja nejednačina (7.3) i (7.4). 
Rješenje nejednačine (7.3), na skupu (0, 27) je 


se(52)v(5). 


Rješenje nejednačine (7.4), na skupu {0, 2m| je 


4' 4 4'47/' 
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Presjek ova dva rješenja je 
TT 57 37 
2€(p2)U (5). 
Konačno rješenje je unija rješenja navedenih slučajeva, odnosno 


NENENCESNCE NUI 


7.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak 7.1. Izračunati vrijednost izraza 


= sin 20" - sin 40% = sin 80% 
— cos24% + cos48" — cos 849" — cos12"" 


Zadatak 7.2. Izračunati vrijednost izraza 


a 2 sin 2a — sin le 
— 2sin2a + sinda" 


B(a) 


Zadatak 7.3. Neka je ctgr = iTrE G =) Izračunati vrijednost izraza 

C(x) = 2sinz — cosT. 

Zadatak 7.4. Odrediti sva rješenja trigonometrijske jednačine 

4 sin? 2x — sin 4 + 7 cos? 22 = 3 

u skupu KR. 

Zadatak 7.5. Odrediti sva rješenja trigonometrijske jednačine 
3sin3x — 4cos3r = 5 

u skupu R. 

Zadatak 7.6. Odrediti sva rješenja trigonometrijske jednačine 
|sinx| = sina + 2 c0sx 

na segmentu (0,27). 


Zadatak 7.7. Odrediti sva rješenja trigonometrijske jednačine 


17 
118 St 
sin" £ -H cos 1= 32 


u skupu RK. 
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Zadatak 7.8. Odrediti sva rješenja trigonometrijske nejednačine 


sin 31 + 2 cos 


= 1 
sin 32 — cos? 


na segmentu (0, Tr). 
Zadatak 7.9. Odrediti sva rješenja trigonometrijske nejednačine 
5 ; 
tg lx + ctg dr — HM {(cos2x — |sinz|) = 0 


u skupu R. 
Zadatak 7.10. Odrediti sva rješenja trigonometrijske nejednačine 
COST — 2 c0s32 + cos52 S 0 


na segmentu (0, 2%). 
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POGLAVLJE 8 


Eksponencijalne funkcije, 
jednačine i nejednačine 


Izraz oblika a", gdje je su a s 0 i b realni brojevi naziva se eksponencijalnim. 
Broj a se naziva bazom, a broj b eksponentom. Funkcija u kojoj se promjenljiva 
pojavljuje u eksponentu naziva se eksponencijalnom. Jednačine i nejednačine 
u kojima se pojavljuju eksponencijalne funkcije nazivaju se eksponencijalnim. 
Njihove osnovne karakteristike navodimo u nastavku. 


Eksponencijalna funkcija. Funkcija definisana izrazom 
f(x) = a", |; (8.1) 


gdje je a = 0, naziva se eksponencijalnom funkcijom. Definiciono područje 

(domen) eksponencijalne funkcije je R, a područje vrijednosti (kodomen) 

R+. Dakle, eksponencijalna funkcija (8.1) je uvijek pozitivna i njen grafik 
se u pravouglom Dekartovom koordinatnom sistemu nalazi iznad 1—o0se. 

Osim toga za x = 0 je a" = 1 za bilo koje a = 0, pa grafik eksponencijalne. 
funkcije prolazi tačkom (0,1). Tok eksponencijalne funkcije zavisi od baze 
a. 


e Za a € (0,1), funkcija (8.1) je strogo monotono opadajuća za svako 
TER. 
e Za a = 1, funkcija (8.1) je konstantna za svako z € R. 


e Za a € (1, +%), funkcija (8.1) je strogo monotono rastuća za svako 
zeR. 
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f(z) = a", a € (1, +C} 


Slika 8.1: Grafik eksponencijalne funkcije 


Eksponencijalne jednačine. Najjednostavniji oblik eksponencijalne jednačine 
je af(2) = gs(?), koja je za svako a € R'\{1} ekvivalentna jednačini f(z) = 
g(a). 


Eksponencijalne nejednačine. Najjednostavniji oblik eksponencijalne nejed- 
načine je af) = gs(2), 
Za a € (0,1} eksponencijalna funkcija je strogo monotono opadajuća (to 
jeste vrijedi 1; £ za €G a?! S a?2), pa je eksponencijalna nejednačina 
af(2)} = gs(2) ekvivalentna nejednačini f(x) S g(x). 
Za a € (1,+oco0) eksponencijalna funkcija je strogo monotono rastuća, (to 
jeste vrijedi z; £ T2 ĐE 0?! £ a??2), pa je eksponencijalna nejednačina 
af(2) z g3(2) ekvivalentna nejednačini f(z) £ g(z). 
Analogno zaključivanje se jednostavno provodi i u slučajevima kada je znak 
£ u posmatranoj nejednačini zamijenjen znakom 2, £K ili 2. 


8.1. Riješeni primjeri 


Primjer 8.1. Odrediti proizvod svih rješenja jednačine 
52? a= 321 = 3%+1 um pzi-1 
u skupu R. 


Rješenje: Baze svih korištenih eksponencijalnih funkcija su pozitivne, a ekspo- 
nenti su definisani za svaku vrijednost z € R, pa je definiciono područje jednačine 
skup R. Primjenom osobina operacija koje se pojavljuju u jednačini moguće ju - 
je napisati u jednostavnijem obliku 

52? _ 3%"-1 = 327+1 = pri-1 


52? 4 52"-1 = 32241 + 3-1 
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5%-1.(54+1) = 3%-1.(32+1) 
57%-1.6 = 37%-1.10 
5202-2 = 322, ' (8.2) 


Korištenjem osobine da je eksponencijalna funkcija sa pozitivnom bazom uvijek 
pozitivna funkcija, nakon dijeljenja obje strane jednačine sa 37 7?, dobije se 


ne ze 
3 = 


Kako su baze eksponencijalnih funkcija na obje strane jednačine jednake, tada 
slijedi jednakost eksponenata, pa je 


2722-2 = 0 
zt = 2 
sl = V2 
za = -V2. (8.3) 
Proizvod rješenja iz skupa R date jednačine je 711 12 = —2. O 


Primjer 8.2. Odrediti broj rješenja jednačine 


glar—1| — 382—2 
u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje jednačine je skup R. Sređivanjem obje strane jed- 
načine se mogu napisati u obliku stepena broja 3, to jeste posmatrana jednačina 
poprima oblik 

323x—1| — 3982-2 

= H 

pa je 

2|3r— 1|= 81—2. (8.4) 
Lijeva, strana jednačine (8.4) je nenegativna pa i desna strana takođe mora. biti 
nenegativna. Dakle, mora biti 

82—-220 


22-. (8.5) 


RI ae 


Definiciono područje je sada presjek početnog definicionog područja i uslova (8.5), 
što daje suženo definiciono područje zx € (1/4, Hoo). Prema definiciji apsolutne 
vrijednosti je 


317— 1, 37—12 0, s€|(g,+00 
132 — 1| = I (8.6) 
. —-(32—1), 31—140, zE (0, ;) ; 
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Jednačina (8.4) se dalje može riješiti u podoblastima definisanim u (8.5) i (8.6). 


(a) Za x € (1/4,1/3) jednačina poprima oblik -62 + 2 = 82 — 2, pa je njeno 
rješenje ' 


Rješenje (8.7) pripada definicionom području jednačine i zadovoljava uslov 
posmatranog slučaja. 


(b) Za x € {(1/3, +oo) je 


61—2 = 821—2 
Tr = 0. (8.8) 


Rješenje (8.8) ne pripada definicionom području jednačine, niti zadovoljava 
uslov posmatranog slučaja. 


Iz (8.7) i (8.8) slijedi da je broj rješenja jednačine 1. O 
Primjer 8.3. Odrediti sva rješenja jednačine 
6- 97 —13-6" +6-4"=0 


u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje jednačine je = € R. Dijeljenjem lijeve i desne 
strane jednačine izrazom 47 (uvijek pozitivnim) dobije se 


(ls (ie 
KOJI 


=£ 
Uvodeći smjenu () =t 0 jednačina (8.9) se svodi na kvadratnu jednačinu 


0 


Il 
= 


(8.9) 


6.12—13-£+6 = 0. (8.10) 
SRELE i MM 3 ., {3\"__2 . 
Rješenja jednačine (8.10) su t; = 3! t2 = 2. odakle slijedi 2 = 3 pa je 


2 
Tri =-li () =, paje 2 = 1. 


Primjer 8.4. Odrediti parametar p € R u jednačini 
(42)2 + (25+4— 24) 1+1=0 


tako da ona ima jedinstveno rješenje. 
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Rješenje: Kvadratna jednačina 1622 + (22% —_ 24) 2%2+1 = 0 će biti definisana za 


svaku vrijednost parametra, pp £ 0 i definiciono područje je skup realnih brojeva 
R. Jedinstveno rješenje će imati kada joj je diskriminanta jednaka nula. Dakle, 


D= (2 _ 24) —64 = 0 
(2914 —24—8) (2544 —24+8) = 0 
(24+7— 32) (277+— 16) = 0. (8.11) 


Iz (8.11) slijedi da barem jedan od faktora na lijevoj strani jednačine (8.11) mora 
biti nula. Iz 


27%. = 2 
1 
-+4 = 5 
P 
slijedi da je 
p= 1, (8.12) 
a iz 
2714 —_16=0 
28H 94 
ljked 
P 
i 
Ž=0 
P 


(8.13) 


slijedi da ne postoji p koje zadovoljava posljednju jednačinu. Dakle, slijedi da 
jednačina (42)? + (27% == 24) 2+1 += 0 ima jedinstveno rješenje za n= 1. = O 


Primjer 8.5. Odrediti proizvod svih realnih rješenja jednačine 


22?—42+4 —4x—+4 


(s—2v6) +(5+2V6 $)" = 10. 


Rješenje: Definiciono područje jednačine je skup R. Može se primijetiti da vrijedi 
1 
5+2v6 = 5—2/8' pa data jednačina prelazi u oblik 


(se 2vi)" 2_ 42544 "= SK NG adi) 
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5 ZA 
Uvođenjem smjene (5 — 26)" dA 150 jednačina (8.14) postaje 
1 
SLASH 
t+ 1 0 
t2%—10t+1 = 0. (8.15) 


Rješenja jednačine (8.15) su t; = 5—2V6 i ta = 5+26. Oba rješenja zadovo- 
ljavaju uslov t + 0. Vrijednosti nepoznate zx dobiju se iz izraza kojim je uvedena 
smjena. 


Za ti, =5— 26 je 


22—42+4 
(s—2v6) Em s_2v6 
22—4z+4 = 1 
22—42+3 = 0. (8.16) 
Rješenja jednačine (8.16) suv=li722— 3. 
Za t2 =5+246 je 
2 _4x+4 
(s—2v6)" mm 5+2V6 
22—45+4 -1 
(5— 2v6) = (s -2v6) 
22—- 4244 = -1 
22—424+5 = 0. (8.17) 


Jednačina (8.17) nema realnih rješenja jer je diskriminanta te jednačine nega- 
tivna, D = 4 £ 0. Slijedi da je proizvod svih realnih rješenja jednačine (8.14) 
jednak 2; 22 = 3. O 


Primjer 8.6. Odrediti sva rješenja nejednačine 
5r 3%+1 2 (se sa 37) 
u skupu R. 
Rješenje: Baze svih eksponencijalnih funkcija koje se pojavljuju u datoj nejed- 
načini su pozitivne, a eksponenti su definisani za svaku vrijednost zx € R, pa 


je definiciono područje nejednačine skup R. Sređivanjem lijeve i desne strane 
nejednačinu je moguće napisati u jednostavnijem obliku 


57—3. p=-1 = 3++1 — 2. 322 
5-1, (5—2) S 3772.(39%—2) 
aaa OM Ga (8.18) 


Korištenjem osobine da je eksponencijalna funkcija uvijek pozitivna, nakon di- 
jeljenja lijeve i desne strane sa 37, znak nejednakosti se neće promijeniti, pa se 
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dobije 


ONI u 


Kako je baza eksponencijalne funkcije na obje strane nejednakosti ista i veća od 
1, nejednakost (8.19) implicira nejednakost među eksponentima i pri tome znak 
nejednakosti ostaje isti. Dakle, 


1-3 = 0 . 
= 3. (8.20) 
Rješenje nejednačine u skupu R je r € (3, xx). ge 


Primjer 8.7. Odrediti sva rješenja nejednačine 
22.577 — prix 
u skupu R. 
Rješenje: Definiciono područje nejednačine je z € R. Data nejednačina se može 
napisati u obliku 
57. (22 —5}£0. (8.21) 
Kako je 57 s 0, za svako x € R nejednačina postaje 
22—5450. (8.22) 


Nule kvadratne funkcije f(z} = 12? — 5 pridružene nejednačini (8.22) su -/5 i 
V5,aa=1 5 0, pa funkcija f(x) prima negativne vrijednosti za x € (—/5, /5). 
Slijedi da je rješenje nejednačine (8.22) dato sa x € (—- 5, V5). o 


Primjer 8.8. Odrediti skup svih rješenja nejednačine 


00.222? +22+5 £ 0.082" —2+3 S 0.1%"—2+3 
u skupu R. 


Rješenje: Baze svih korištenih eksponencijalnih funkcija su pozitivne, a ekspo- 
nenti su definisani za svaku vrijednost z € R, pa je definiciono područje nejed- 
načine skup R. Koristeći činjenicu da su eksponenti na, desnoj strani nejednačine 
međusobno jednaki moguće ju je svesti na jedan član s bazom 0.008. Dodatno 
prikazivanjem te baze preko trećeg stepena broja 0.2 nejednačina se dodatno 
pojednostavi 


0.2227+22+5 Pa 0.008%"—-2+3 
0.222?+21+5 x (0.23)%?—2+3 


0),222?+22+5 £ 0,23: (2!—2+3), (8.23) 
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Korištenjem osobine da je eksponencijalna funkcija sa bazom manjom od 1 opa- 
dajuća i uvijek pozitivna funkcija mijenja se znak nejednakosti pri prelasku na 
nejednakost eksponenata, to jeste dobije se 

212 +21+5 S 342—32+9 

-224+5r—4 5 0. (8.24) 
Kvadratna, funkcija f(x) = —2x? + 52 — 4 ima diskriminantu D = 9, pa presjeca 
z—osu u dvije tačke. Rješavanjem pripadajuće kvadratne jednačine dobije se 
da su ti presjeci u tačkama %; = 1 i x2 = 4. Kako je koeficijent uz kvadratni 


član a = —1 posmatrane kvadratne funkcije negativan, slijedi da je uslov (8.24) 
zadovoljen za z € (1,4), pa je to i traženo rješenje. mi 


Primjer 8.9. Odrediti sva rješenja nejednačine 
z2+2 
0.52%-1 2 4 
u skupu R. 


Rješenje; Da bi izraz na lijevoj strani nejednačine bio definisan nazivnik u eks- 


ponentu — 7 nora biti različit od nula, Dakle, 7? — 1 £ 0 odnosno 2 $£ +, 
2 — 


pa je definiciono područje nejednačine z € R\{—1,1}. Svođenjem na iste baze 
dobije se nejednačina 


NP 
2 
25 za 
EL £ 0 
= £ 0 (8.258) 


Nejednačina (8.25) može biti riješena uz pomoć tablice 


Slijedi da je rješenje nejednačine (8.25), x € (—1,1). O. 


Primjer 8.10. Odrediti sva rješenja nejednačine 


s 
37 — 81 £0 
22—3 


(422-+1 — 32) . ,577" — 125 
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u skupu R. 


Rješenje: Za određivanje definicionog područja potrebno je da vrijedi 


x2—3 


42241 _ 33 Z015% —125950. 


Prvi uslov implicira da je 
42241 _ 32 40, 22014) 2295, 47+245, zA m (8.26) 


a drugi 


122 —3 
2 


x2 


5 S 33, 


23, 2259, (|1|23. (8.27) 


Slijedi da je definiciono područje nejednačine x € (—c0, —3} U (3, Hoo). Kako je 
zbog definicionog područja korijen u nazivniku lijeve strane date nejednačine al- 
gebarski i poprima samo nenegativne vrijednosti, početna nejednačina se reducira 
na 


37 — 81 
425+1 — 32 =0. (8.26) 


Nejednačina se rješava uz pomoć tablice 


Znak u tablici je određen iz činjenice da se 3? — 81 može napisati kao 37 — 34, 
pa se 37 — 81 5 0 reducira na z 5 4, odnosno 3% — 81 £ 0 se reducira na z £ 4. 
Slično 421+1 — 32 — 22%22+1) 95, pa znak izraza 42711 — 32 odgovara znaku izraza 
42—3. Slijedi da je rješenje nejednačine (8.28) x € (3/4,4|. Uz uslov (8.27) za 
definiciono područje, proizilazi da je rješenje početne nejednačine z € (3,4). 0 


8.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak 8.1. Odrediti sva rješenja jednačine 


z+1l 1—4z 


22 =05 7 


u skupu R. 
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Zadatak 8.2. 


u skupu R. 
Zadatak 8.3. 


u skupu R. 
Zadatak 8.4. 


Zadatak 8.5. 


u skupu R. 
Zadatak 8.6. 


u skupu R. 
Zadatak 8.7. 


u skupu R. 
Zadatak 8.8. 


u skupu R. 
Zadatak 8.9. 


u skupu R. 


8. Eksponencijalne funkcije, jednačine i nejednačine 


Odrediti broj rješenja jednačine 


4 = 21148 


Odrediti proizvod svih rješenja jednačine 


grva-1_4.32Ve113—0 


Odrediti zbir kvadrata svih rješenja iz skupa R, jednačine 


2? 2? ; 
(9+4v5)| +(9—4v5)_ =18. 
Odrediti sva rješenja jednačine 


z_3 


41 —7.272 =27 


Odrediti zbir svih rješenja jednačine 
3.22—1 2-27—1_5 


2.22—1 " 3.22—1 2 


Odrediti sva rješenja nejednačine 


0.742? —325—2 = 0,72+2—3 


Odrediti sva rješenja nejednačine 


4. 92(22—2?) —12- 922—2? +850 


Odrediti sva rješenja nejednačine 


9427-1 a. 5 £ 3 


Zadatak 8.10. Odrediti sva rješenja nejednačine 


u skupu R. 


2l2+2| = (22 —-1{5 9%+1 ta 


POGLAVLJE 9 


Logaritamske funkcije, jednačine i 
nejednačine 


Logaritam nekog pozitivnog realnog broja z (z € R?) za bazu a (a E RY\{1}}) je 
eksponent b (5 € R) kojim treba stepenovati bazu a da se dobije broj z, to jeste 


log, =b8a0= 32. (9.1} 
Osnovne osobine logaritama su date u nastavku. 


alogat — b, a€RY\{1},bE RT 
log.,(xy) = log, 1 +log,y, zx E€ RY,ye RY,a E€ RY\{1} 
log, (Z) = log,r—log,y, zER?,ye R+,a€R+\{1} 
log, 1" = slog, Z, zeRt,aeR+\{1},s€E R 


log, b 

— {80 + + + 
log, b ia aeR't\{1},bE RY, ce R+\{1} 

= + + 
log, b Kee" ae RY\{1},b€ R+\{1} 

1 

log,m b = 7, 08 b, ae R+\{1},6€ R+, me R\{0} 
l0g,1= 0, aeR+\{1} 
log,a= 1, a€RTY\{1} 


Uobičajeno je da se log,g x označava sa log, te log,r sa lnz. Broj zx u rela- 
ciji (9.1) naziva se argument logaritma, a broj a je baza logaritma. Funkcija u 
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kojoj se promjenljiva pojavljuje u argumentu logaritma naziva se logaritamskom 
funkcijom. Jednačine (nejednačine) u kojima se pojavljuju logaritamske funk- 
cije nazivaju se logaritamskim jednačinama (nejednačinama}. Njihove osnovne 
karakteristike navodimo u nastavku. 


Logaritamska funkcija. Funkcija f(x) : RY — R inverzna eksponencijalnoj 
funkciji g(z) = a?, (a € R+\{1}"), naziva se logaritamska funkcija i ozna- 
čava sa f(x) = log, z. Definiciono područje (domen) logaritamske funkcije 
je skup R?, a područje vrijednosti (kodomen) je skup KR. Znak i tok loga- 
ritamske funkcije zavise od vrijednosti baze logaritma. 


e Akoje a € (0,1) funkcija f(z) = log, z je strogo monotono opadajuća 
za svako z € R?. Nula funkcije f(z) = log, r je z = 1, odnosno grafik 
funkcije prolazi tačkom V(1,0). Znak funkcije je određen na sljedeći 
način: za z € (0,1) vrijedi log,z 2 0, dok za z € (1, PX) vrijedi " 
log, z £ 0 (što je ilustrirano na slici 9.1a). ; 

e Akoje a € (1, --co} funkcija f(x) = log, z je strogo monotono rastuća 
za svako z € R?+. Nula funkcije f(x) = log, x je ponovo x = 1, od- 
nosno grafik funkcije prolazi tačkom N(1,0). Znak funkcije je određen 
na sljedeći način: za z € (0,1) vrijedi log, z £ 0, dok za z € (1, +00) 
vrijedi log, z = 0 (što je ilustrirano na slici 9.1b). 


y y 


N(1,0) 
(z) = log, 1; a € (0, 1) 


(a) Grafik funkcije za a € (0,1) (b) Grafik funkcije za a € (1, co) 


Slika 9.1: Grafik logaritamske funkcije 


+ Treba primijetiti da je eksponencijalna funkcija definisana i za bazu a = 1, no tada je ona 
konstanta, te se njena inverzna, funkcija ne posmatra. 
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Logaritamske jednačine. Najjednostavniji oblik logaritamske jednačine je 


log, f(z) = log, g(e). 


Za svako a € R+\{1} navedena logaritamska, jednačina ekvivalentna je 
sistemu jednačina i nejednačina 


Fe) 20 A g(x) 20 A f(r) = g(e). 


Logaritamske nejednačine. Najjednostavniji oblik logaritamske nejednačine 
je 
log, f(x) £ log, g(e). (9.2) 


Za a € (0,1) logaritamska funkcija je strogo monotono opadajuća (T; £ 
22 S log, x1 2 log, 12), pa je logaritamska nejednačina (9.2) ekvivalentna 
sistemu nejednačina 


Fe) 20A g(2)20 A f(z) 2 g(z). 


Za a € (1,00) logaritamska, funkcija je strogo monotono rastuća. (T1 £ 
T2 P log, 21 £ log, 22), pa je logaritamska nejednačina (9.2) ekvivalentna 
sistemu nejednačina 


f(1) 20 A g(z) 0 A f(z) £ g(?2). 


Analogno zaključivanje se može provesti i u slučajevima kada je znak £ u 
posmatranoj nejednačini zamijenjen znakom 2, £ ili Ž. 


9.1. Riješeni primjeri 
Primjer 9.1. Odrediti sva rješenja jednačine 
loga(z — 1} +log,(1 + 2) = 2 
u skupu R. 
Rješenje: Definiciono područje date jednačine je 


D={reR:1-150A42+250}= (1,+00). 


Korištenjem osobina logaritama moguće je zadatu početnu jednačinu napisati u 
obliku 


loga ((x—1)(z+2)) = log,2? 
22+1—6 = 0. 
Rješenja dobijene kvadratne jednačine su 7; = —3 i z2 = 2, od kojih samo 


rješenje z2 pripada definicionom području D, tako da je konačno rješenje početne 
jednačine x = 2. U 
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Primjer 9.2. Odrediti sva rješenja jednačine 
(log(x + 20) — log x) + 10g, 0.1 = 1 
u skupu R. 
Rješenje: Definiciono područje date jednačine je 
D={xE€R:12+20 50425 04241} = (0,1) U (1, bo). 


Korištenjem osobina logaritma moguće je datu početnu jednačinu napisati u 


obliku 
x%+20\ log10-! 
log | — |: = -1 
log rx 
2 -+20 
log = logr 
x 
ex + 20 
— = Tr 
= 
22—2—20 = 0. 
Rješenja kvadratne jednačine 1? — 2 —20 = 0 su 2; = di 22 = 5, od kojih samo 
rješenje za pripada domenu D, tako da je konačno rješenje početne jednačine 
=. (im 


Primjer 9.3. Odrediti sva rješenja jednačine 
log(5 — 1) + 2logV3—-2x=1 


u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje date jednačine je 
D={xe€R:5—250A43—2x120}= (0,3). 


Treba napomenuti da drugi uslov naveden pri formulaciji definicionog područja 
potiče kombiniram dva uslova. Prvo, da bi korijen koji se nalazi u argumentu 
logaritma bio definisan potkorjena veličina mora biti nenegativna, što implicira 
daja3—rx2 0. Drugo, da bi drugi član na lijevoj strani jednačine bio definisan 
argument logaritma mora biti stogo veći od nula. Dakle, neophodno je isključiti 
slučaj kada je 3— z = 0. Proizilazi da je uslov koji obezbjeđuje definisanost 
drugog člana jednačine dat sa 3—+12 0. ' 


Zadana jednačina može se napisati u obliku 


log ((5 —21)V(3— z)?) 
log((5—2)|3—z|) —= log10 
(5—2)(8— 2) 


Il 
nm 


l 
_ 
- 
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pri čemu je u posljednjem koraku iskorištena činjenica da je |3 — z| = 3— 2, pošto 
na, oblasti D vrjedi 3— x = 0. Posljednja jednačina se može napisati i u obliku 
12 —82+5 = 0, a njena rješenja su z; = 4— Vili z2 = 4+ VI11, od kojih samo 
rješenje x; pripada definicionom području D, tako da je konačno rješenje zadate 
jednačine z = 4 — Ji. O 


Primjer 9.4. Odrediti sva rješenja jednačine 
log) x — 3logy,x = 2 


u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje date jednačine je D = {r ER:25 0} = (0,0). 
Uvođenjem smjene log, zx = y početna, logaritamska, jednačina može se napisati u 
obliku kubne jednačine koja se može rastaviti na faktore kako slijedi 


W—3y+2 = 
W_-y-2+2 = 

yly; —1)—2(y—1) = 
yly— 1)(y+1)—2(y—1) = 
(y—1)(y)+y-2) = 
(y—1)(? -y+2y—2) = 
(y— 1)(y(y— 1) +2(y—1)) = 
(y—1)%(y+2) = 


Se o 890 Doo 


Rješenja dobijene kubne jednačine su 71 = Y2 = 1 i yz = —2. Uvrštavanjem ovih 
rješenja u izraz za smjenu log; x = y dobiju se rješenja početne jednačine z; = 7 
i 22 = 772 = 1/49, pri čemu oba. rješenja, pripadaju definicionom području D, 
tako da ujedno predstavljaju i konačna rješenja početne jednačine. —- O 


Primjer 9.5. Odrediti sva rješenja jednačine 
log3 (2 + log3(3 + x)} = 0 


u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje date jednačine je 


D = {rEeER:2+log;(3+2) 2 0A43+250} 
{r€ER:logx(3+ 2) 2 loeg338 2 Az 5 —3} 
= {rER:3+121532 4295-3} 


2 2 
{seR:22-A22-3}= (+). 
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Zadata logaritamska jednačina može se transformisati na sljedeći način 


logz (2 +1og3(38 +2)) = log31 


2 +log;{3+2) = 1 
logg(3 +) = -1 
logzx(3+2) = log33/' 

3+z = 37 
= 
3 


Dobijeno rješenje zx = —8/3 pripada domenu D, jer je -8/3 = —24/9 2 —26/9, 
pa je to i traženo rješenje zadate jednačine. O 


Primjer 9.6. Odrediti sva rješenja jednačine 
1 
log1 V\zu=5+ 7 108; 22 — 3) +1 =0 
u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje date jednačine je određeno uslovima 21 —5 5 01 
22 —3 9 0, to jeste D = (5, bo). Data jednačina se može svesti na kvadratnu 
jednačinu kombiniranjem osobina logaritama i algebarskih korijena i korištenjem 
veze logaritma i eksponencijalnog izraza date sa (9.1). Slijedi da se data jednačine 
može napisati u obliku 


|| 
| 
(= 


log: V(e— 5). (2x— 3) 


(c—5)-(22—3) 


U 
PABNO " 
01 me 
_ 
u 


222 — 132 +6 


U 
o 


Jednačina 272 — 1327 -+ 6 = 0 ima dva rješenja x; = 1/2 i z2 = 6 u skupu realnih 
brojeva. Međutim, samo drugo rješenje z = 6 pripada definicionom području D 
početne jednačine, pa je to i njeno jedino rješenje u skupu realnih brojeva. O 


Primjer 9.7. Odrediti vrijednost parametra a € R za koje jednačina 
log1 (4? — 2a) = 2 
ima jedno rješenje. 


Rješenje: Zadata jednačina se primjenom relacije (9.1) može transformisati na 
sljedeći način 


li 
! 
8 


log1 (47 — 2a) 


1 = 
m— = = 
4 2a (2) 
0. 


41 97 —2a 
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Uvođenjem smjene 2? = £ 5 0), posljednja jednačina se svodi na kvadratnu jedna- 
činu t2—t—2a = 0, koja ima dva realna i jednaka rješenja kada joj je diskriminanta 
jednaka 0, to jeste za 1 + 8a = 0, odnosno za a = —1/8. Primijetimo da je za 
a £ 0 definiciono područje početne jednačine z € R. Dakle, tražena vrijednost 
parametra a je a = —1/8. 


U tom slučaju pridružena kvadratna jednačina je 44? — 4£—+ 1 = 0, čije rješenje je 
t=1/2. Uvrštavanjem u izraz za smjenu 27 = t slijedi da je jedinstveno rješenje 
date jednačine z = —1 u slučaju a = —1/8. 

Primjer 9.8. Odrediti sva rješenja nejednačine 


log: |x + 4| 2 log |32 — 2| 


u skupu R. 


Bješenje: Definiciono područje za zadatu nejednačinu je 


D = {reR:2z+4£0A431—240,} 


(eogedjti (-4 ;) U (37 +) . 


Početna nejednačina se može svesti na jednostavniju formu, pri čemu treba voditi 
računa o činjenici da je baza logaritama koji se pojavljuju u nejednačini manja 
od 1. Slijedi da je 


| + 4|£ |32—2|. (9.3) 


Znak izraza koji se pojavljuju pod apsolutnom vrijednošću određen je sljedećom 
tablicom. 


Proizilazi da je potrebno razmotriti tri slučaja. 


(a) Neka je z € (—co, 4). Nejednačina (9.3) poprima oblik -r1— 4 £ -32+2, 
čije je rješenje z £ 3, pa u presjeku sa uslovom slučaja daje rješenje 


z € (-00, 4). (9.4) 


(b) Za slučaj x € (—4,2/3) nejednačina (9.3) poprima oblika z + 4 £ -32 + 2, 
čije rješenje x £ —-1/2 u presjeku sa uslovom slučaja implicira 


te (-4 -) . (9.5) 
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(ce) Za x € (2/3, +00) nejednačina (9.3) je oblika x + 4 £ 31 — 2, čije rješenje 
x£ 2 3 u presjeku sa uslovom slučaja implicira 


z € (3,+X). (9.6) 
Konačno rješenje nejednačine (9.3) je unija rješenja (9.4), (9.5) i (9.6), to jeste 


ze (0; -) U (3, Hoo), 


što u presjeku sa definicionim područjem date nejednačine daje i konačno rješenje 
te nejednačine 


x E€ (-co, Ad) U (-4 -) U (3, +00). 


Primjer 9.9. Odrediti sva rješenja nejednačine 
108, 2 - 10g2, 2 1og2 162 2 1 


u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje za zadanu nejednačinu je 
1 1 1 
D= zeR:z50A27y73N2%41 = %7 U 7,1 U (1, Hoo). 


Početna jednačina se može napisati u obliku 


1 1 
— il 1 i 
logar (log, 2r (tog, 16-+ 10655) 2 

4+ log, 2 


log2r:(1+ log, 2) 


Uvodeći smjenu log, 1 = t slijedi daje 
4+t 

t(1+t) 

t2—4 

t(t+1) 


Iz tablice 
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slijedi da je rješenje posljednje nejednačine £ € (—2,—1) U (0,2). Vraćajući 
ovo rješenje po varijabli t u smjenu slijedi da je rješenje po varijabli z dato 
sa x € (1/4,1/2)U (1,4). Ovo je ujedno i konačno rješenje, jer u cijelosti pripada 
definicionom području D. O 


Primjer 9.10. Odrediti sva rješenja nejednačine 


u skupu R. 


Rješenje: Definiciono područje za zadatu nejednačinu je 
D={rEeER:14-3Azf-1AzA2}. 


Zadata jednačina se može transformirati u sljedeće oblike 


Sik = Sem = 
1—2 2z+1 
2+1 z+3 
= = 


|((e+1)2| = |r—2|-|2+3| 
|122+2x—6| £ 22+22+1. 


Rješenje posljednje nejednačine može se dobiti iz presjeka rješenja sljedećih ne- 
jednačina 


22 +22+1950 (9.7) 
122 +2—-6542322+22+1 (9.8) 
22 +21—695—(22+22+1). (9.9) 


Rješenje nejednačine (9.7) je z £ —1. Nejednačina (9.8) je ekvivalentna sa z S 
—7, a nejednačina (9.9) sa 22? + 32 — 5 S 0 čije je rješenje z € (—00,—5/2) U 
(1, oo). Konačno rješenje, prikazano na slici 9.2, z € (—7,—3) U (—-3,—5/2) U 
(1,2) U (2, Hoo) proizilazi iz presjeka rješenja nejednačina (9.7), (9.8), (9.9) i 
definicionog područja D. 


DI 


108 9. Logaritamske funkcije, jednačine i nejednačine 


Slika 9.2: Ilustracija za primjer 9.10 


9.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak 9.1. Odrediti sva rješenja jednačine 

log(5— x) — 7 og (35— 2?) =0 
u skupu R. 
Zadatak 9.2. Odrediti sva rješenja jednačine 

logz(x + 1) + log _z(z + 1) +log: (1 +1}=6 
u skupu R. 
Zadatak 9.3. Odrediti sva rješenja jednačine 
log (47 — 6) — log (2? — 2) = 2 
u skupu R. 
Zadatak 9.4. Odrediti sva rješenja jednačine 
glos= = 10002? 

u skupu R. 
Zadatak 9.5. Odrediti sva rješenja jednačine 

s +log(1 + 2?) = rlog5 + log 6 
| u skupu R. 
Zadatak 9.6. Odrediti sva rješenja nejednačine 

log z — 5logyxr+6=50 

u skupu R. 


Zadatak 9.7. Odrediti sva rješenja nejednačine 


l10824-+3 z? = 1082543(22 + 3) 


u skupu R. 
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Zadatak 9,8. Odrediti sva rješenja nejednačine 
log (log z) + log (log? — 2) £ 0 
u skupu R. 
Zadatak 9.9. Odrediti sva rješenja nejednačine 
logo (12 — 3x + 4) £1 
u skupu R. 
Zadatak 9.10. Odrediti sva rješenja nejednačine 


1+2z 


£1 
I+z 


log3 


u skupu R. 


POGLAVLJE 10 


Analitička geometrija u ravni 


Cilj ovog poglavlja je da se obrade osnovni geometrijski likovi postavljeni u dvo- 
dimenzionalnoj xOy ravni (tačka, duž, prava, kružnica) i zadaci koji opisuju 
međusobni položaj i povezanost navedenih likova. 

U pravouglom Dekartovom koordinatnom sistemu položaj tačke A u ravni zOy 
je određen vrijednostima koordinata po r—osi i y—osi i zapisuje se u obliku 
A(TA,VA) Y 

Udaljenost između dvije tačke A(za, ya) i B(za, yg) u ravni zOy je data izrazom 


|AB| = dag = V(TA— xB)? + (ya ya)?. (10.1) 


Neka, je na duži AB postavljena tačka M(xx;,yx) koja dijeli duž AB tako da 
vrijedi |AM| : |BM| = k, kako je ilustrirano na slici 10.1. Koordinate tačke M 
tada mogu biti izražene preko koordinata krajnjih tačaka posmatrane duži, date 


su izrazima 
_TA+rk-XB _yYa+tk ya 


ZM = 1+k ; UM = 1+k 


B 
ms "" 
$1 (TM, YM)' 


(TA YA) 


Slika 10.1: Podjela duži AB 


(10.2) 
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Ako se tačka M nalazi na polovini duži AB, tada se tačka M naziva središtem 
duži AB, a koordinate središta su date izrazima 


TA+HI + 
IM = — 2; yu = VALE. (10.3) 


Površina trougla sa vrhovima u tačkama A(TA, JA), B(x8,9B), C(xc, yec) data 
je izrazom 


1 
P=7 |za(ya — ge) + rB(ye — JA) + Te(yA — YB)|. (10.4) 


Jednačina prave u ravni može poprimati različite oblike u zavisnosti od podataka 
kojim je posmatrana prava određena. Implicitni oblik jednačine prave p je 


y=ki+n, (10.5) 


gdje je k = tg = koeficijent pravca prave, a ugao a je ugao koji posmatrana prava 
zaklapa sa pozitivnim smjerom x—ose i n odsječak na y-—osi između koordinatnog 
početka i tačke presjeka prave p sa. y—osom. 


y 


Slika 10.2: Prava u koordinatnom sistemu 


Implicitni oblik jednačine. prave p je 
Az +By+C=0. (10.6) 


Jednačina prave kroz jednu tačku S(rs,ys) kada je poznat koeficijent pravca k 
je oblika U 
y—ys = klt—2s), (10.7) 


dok je jednačina prave kroz dvije različite tačke M (rm, ym)} i N{(xrn, yn) oblika 
YU yn = (a zn). (10.8) 

a Ktegel jede ; će F YM — YUN 
Može se primijetiti da je koeficijent pravca u ovom slučaju dat sa k = SEPESJA 
MSN 


Segmentni oblik jednačine prave je 


EZ 
+7=1, (10.9) 


ca 
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Slika 10.3: Prava u koordinatnom sistemu sa označenim odsječcima na koordi- 
natnim osama 


gdje je m odsječak koji posmatrana, prava gradi na x—osi, a n odsječak koji ta 
prava gradi na y—osi, kao što je ilustrirano na slici 10.3. 


Međusobni odnos dvije prave može se diskutovati na osnovu ugla koji one zakla- 
paju. Tangens ugla g između pravih p1 i p2 sa koeficijentima pravca k,1 i kg dat 
je sa 
ki — ka 

1+ki' ka 
Treba napomenuti da se pri korištenju prethodne relacije određuje manji od dva 
ugla koji gradi par posmatranih pravih (odnosno onaj koji se nalazi u prvom 
kvadrantu). Drugi ugao je jednostavno odrediti kao razliku 180% — €. Ilustracija 
je data na slici 10.4. 


tg9 = ; . (10.10) 


ki 


£: 


Slika 10.4: Ugao između dvije prave 


Specijalno, izjednačavanjem sa nula izraza koji se nalazi u nazivniku razlomka 
(10.10), izvodi se uslov okomitosti pravih p1 i D2 sa koeficijentima pravca k); i k2, 
koji je dat sa 

ki ky =-1. (10.11) 
Izjednačavanje izraza u brojniku razlomka (10.10) sa nula dovodi do uslova pa- 
ralelnosti pravih p; i pa koji je dat sa 


ki = ke. (10.12) 


Udaljenost tačke A(Ta,ya) od prave p zadate jednačinom u implicitnom obliku 
Az + By+C = 0 data je sa 


_ |Ara+ Bya + C1| 


d ; 
VAt+B! 


(10.13) 


što je ilustrirano na slici 10.5. 
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s A (TA:YA) 
U 


NE 
Slika 10.5: Udaljenost tačke od prave 


Jednačina kružnice K, ilustrirane na slici 10.6, sa centrom u tački C(xa, yc) i 
poluprečnikom r je 
(s— ze)? +(y—ye){ =1?. (10.14) 


Slika 10.6: Kružnica 


Data prava i data kružnica u ravni mogu da budu u razičitim međuodnosima. 
Njihov međuodnos određen je brojem zajedničkih tačaka. Rješavanjem sistema 
kojeg čine jednačina kružnice i jednačina prave dolazi se do zaključka da prava i 
kružnica mogu imati nijednu, jednu ili dvije zajedničke tačke, kako je prikazano 
na slici 10.7. 


K K K 
Slika 10.7: Međuodnos prave i kružnice 
Posebno značajan slučaj je slučaj kada prava i kružnica imaju tačno jednu zajed- 
ničku tačku. U tom slučaju posmatrana, prava je tangenta posmatrane kružnice. 
Ukoliko je prava p zadata svojom jednačinom u eksplicitnom obliku y = kz+n 


i kružnica K jednačinom oblika, (zx — p)? + (y — g)? = 1? uslov da je prava p. 
tangenta kružnice K je dat sa 


(k.p—g+n) =12+(k2+1). (10.15) 


Ovaj uslov se naziva uslovom dodira za pravu i kružnicu. 
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10.1. Riješeni primjeri 


Primjer 10.1. Odrediti površinu trougla (u kvadratnim jedinicama) čije stranice 
leže na pravima koje su date jednačinama p:x +5y—7=0, g:32 - 2y—-4=0 
ir: +y+19=0. 


Rješenje: Za računanje površine trougla može se koristiti izraz za površinu preko 
koordinata tjemena posmatranog trougla dat sa (10.4). Tjemena trougla mogu 
biti određena kao presječne tačke datih pravih, odnosno njihove koordinate se 
mogu odrediti rješavanjem odgovarajućih sistema jednačina. Neka su tjemena A, 
B, €C presjek pravih pi g, gi r, pi r, respektivno. Odgovarajući sistemi jednačina 
su 


|; 
(=) 


p:2Z+5Sy—_T 
g:3x—2y—-4 = 0, (10.16) 


g:32—2y—-4 = 0 
r:%%+y+19 = 0, I (10.17) 


p:X+5y-7 = 0 
r:7%+y7+19 = 0. (10.18) 
Korištenjem metoda. supstitucije sistem (10.16) se može napisati u obliku 
Tr=T7—5y 
3(7 — 5Sy) - 2y—- 4 = 0. (10.19) 


Druga jednačina se reducira na 17 — 177 = 0, pa je y = 1. Iz prve jednačine 
sistema (10.19) sada slijedi da je z = 2. Dakle, tačke A je data sa A(2,1). 


Analognim rješavanjem sistema (10.17) i (10.18) dobiju se koordinate preostala \;- 


dva tjemena, B(—2,—5) i C(—3,2). Površina trougla ABC prema formuli (10.4) 
je 


P= ; {2(-—5 — 2) + (—-2}(2— 1) +{—3)(1— (—5))| = 17. 
U 


Primjer 10.2. Neka su date tačke A(—2,3), B(0,—7), C(2,—3). Odrediti jed- 
načinu kružnice čiji je centar tačka C, a poluprečnik joj je jednak udaljenosti 
središta duži AB od prave koja prolazi tačkama M(—2,0) i N(2,—4). 


Rješenje: Iz opšteg oblika jednačine kružnice (10.14) slijedi da je za određivanje 
jednačine neke kružnice dovoljno znati koordinate centra te kružnice i njen polu- 
prečnik. U primjeru su nam date koordinate centra, pa je za rješavanje zadatka 
potrebno odrediti poluprečnik posmatrane kružnice. Prvo je potrebno odrediti 
koordinate središta duži AB i jednačinu prave određene tačkama M i N, a za- 
tim udaljenost središta od nađene prave. Neka je središte duži AB označeno sa 
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S(xs, ys). Koordinate tačke S, prema (10.3), su zg = —1 i ys = —2. Jednačina 
prave p u eksplicitnom obliku kroz tačke M(—2,0) i N(2,—4), prema (10.8)}, je 


_ 9-(9 
y+4 = -2+2, 
y = -%t-2. 


Jednostavno slijedi da je implicitni oblik (10.6) prave p dat sa cc + y+2=0. Na 
osnovu formule (10.13), udaljenost tačke S(—1,—2) od prave p je 


pa 12242} S 
V12+1? VE 


Jednačina kružnice sa centrom u tački C(2,—3) i poluprečnikom d, prema (10.14), 
je 
1 

(m — 2)? + (y+3)2 = J' 

O 

Prirnjer 10.3. Odrediti jednačinu prave koja prolazi središtem duži čije su kraj- 
nje tačke A(—1,1) i B(2,3) i okomita je na pravu koja prolazi tačkama C(2,—1) 
i D(1,3). 


Rješenje: Za rješenje zadatka može se koristiti jednačina prave koja prolazi da- 
tom tačkom i poznat joj je koeficijent pravca data sa (10.7). Tačka kroz koju 
prava prolazi je središte S(xs,ys) duži AB. 1z (10.3) slijedi da je zs = 1/2 i 

"s = 2. Koeficijent pravca može se odrediti iz uslova okomitosti na pravu koja 
prolazi tačkama C i D. Jednačina, prave p kroz dvije tačke C(2,—1) i D(1,3} u 
eksplicitnom obliku, na osnovu (10.8), je 


_ 3-1) 
y-3 = -41+4, 
y = -41+7. 


Koeficijent pravca određene prave je k, = —4, a prema uslovu okomitosti (10.11) 
slijedi da je koeficijent pravca ky tražene prave g dat sa ky; = 1/4. 


Iz (10.7) jednačina prave-g koja prolazi tačkom S(1/2,2) u eksplicitnom obliku 


Je (MN 
Em 1 1 
vV-4 = 7 (= = ;) , 
= 2 1 
Y!;= 4 8 1 
odnosno njen implicitni oblik je 2z — 8y + 15 = 0. U 


Primjer 10.4. Odrediti zbir koordinata tačke koja je okomita projekcija tačke 
M(—1,4} na pravu određenu tačkama A(—2,—1) i B(4,3). 
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Rješenje: Tačka koja je okomita projekcija date tačke na datu pravu može se 
dobiti kao presjek date prave i prave koja je okomite na datu pravu, a sadrži 
datu tačku. Jednačina date prave p kroz tačke A i B, prema (10.8), je 
2x 1 
=+—+-, 10.20 
y=7"+3 (10.20) 
a jednačina prave g koja je okomita na datu pravu p i sadrži tačku M može se 
dobiti iz uslova okomitosti i jednačine (10.7). Uslov okomitosti (10.11) implicira 
da je ky = —3/2, pa je iz (10.7) jednačina prave g data sa 
32 5 
=-—+-. 10.21 
y SKOJ (10.21) 
Presjek pravih p i g je tačka S koja predstavlja traženu projekciju, a čije se koor- 
dinate dobiju rješavanjem sistema, kojeg čine jednačine (10.20) i (10.21). Rješenje 
tog sistema je z = 1, y = 1, pa je S(1, 1), odnosno zbir koordinata tačke $ iznosi 
2. O 


Primjer 10.5. Odrediti proizvod koordinata tačke C koja pripada pravoj po: 
z—-y_4=0 }; predstavlja jedno tjeme jednakokrakog ORNAA ABC čija je osnovica 
AB određena tačkama A(7,1) i B(—1,3). 


Rješenje: Koordinate tačke C mogu biti određene iz uslova da ta tačka leži na 
pravoj p, ali i na pravoj koja sadrži visinu trougla na osnovicu AB. Iz činjenice 
da se posmatra jednakokraki trougao prava r koja sadrži pomenutu visinu pro- 
lazi središtem osnovice i okomita je na osnovicu. Jednačina te prave može biti 
određena korištenjem formule (10.7). Koordinate tačke središta S osnovice AB 
su tg = 3 i yg = 2, prema (10.3). Koeficijent pravca prave r može biti određen 
iz uslova okomitosti (10.11), jer je prava r okomita na pravu g koja sadrži tačke 
AB, a čija je jednačina, prema (10.8), 


G:Y= - + Zijo (10.22) 


Dakle, k;, = —1/4, pa (10.11) implicira da je ky, = 4, pa je jednačina prave r 
r:y=4x— 10. (10.23) 


Koordinate tačke C se dobiju rješavanjem sistema sastavljenog od jednačina pra- 
vih na kojima. ta tačka leži, odnosno sistema. kojeg čine jednačine z —y— 4=0 
iy = 4r— 10. Slijedi da je zx = 2 i y = —2, pa je C(2,—2), i traženi proizvod 
koordinata iznosi —4. (Mi 
Primjer 10.6. Odrediti udaljenost presječne tačke pravih p: 2r— y = 318: 
%—2y = 0 od centra kružnice K : (2 — 6)2 + (y— 4)2 = 9. 


Rješenje: Presječna tačka S pravih p i g se dobije iz sistema jednačina 


p:2z—y = 3 
r:z-2Wy = 0, 
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odakle slijedi da je z = 2 i y = 1, odnosno $(2,1). Centar kružnice K, iz date 
jednačine kružnice, ima koordinate C(6, 4), pa prema (10.1} udaljenost d između 
tačaka $(2,1) i C(6, 4) iznosi d = 5. O 


Primjer 10.7. Prava p sadrži centar kružnice K : 22+y2—22+67-6=01 
paralelna je pravoj g : 22 — y + 3 = 0. Odrediti površinu trougla kojeg prava p 
obrazuje sa koordinatnim osama. 


Rješenje: Postavljeni zadatak može biti riješen primjenom formule (10.4), nakon 
što se odrede koordinate vrhova tog trougla. No, ovdje je ilustriran drugi metod. 
Može se primijetiti da je trougao o kojem je riječ pravougli, obzirom da mu 
se dvije stranice nalaze na koordinatnim osama, pa je za određivanje površine 
dovoljno znati dužine stranice koje čine pravi ugao. Dužine tih stranica mogu 
biti određene iz segmentnog oblika jednačine prave p. 


Jednačina kružnice K se može transformisati u oblik iz kojeg je moguće pročitati 
koordinate centra te kružnice. Iz i 
22 +y?—-21+67—6 = 0 
22 —22+1+y?+67+9—6 1+9 
(1-1) +(y+3N = £ (10.24) 


slijedi da je centar kružnice K dat sa C(1,—3). Dakle, prema uslovu zadatka 
prava p prolazi tačkom C. Dodatno, iz paralelnosti prave p sa pravom g, prema 
uslovu paralelnosti (10.12), slijedi da je k, = k, = 2, pošto je eksplicitni oblik 
jednačine prave g dat sa y = 22 + 3. Oblik jednačine prave kroz datu tačku sa 
poznatim koeficijentom pravca (10.7) implicira da je eksplicitni oblik jednačine 
prave p 


y—(-3) = 2(c—1) 
y = 22—65, (10.25) 


dok je njen segmentni oblik 


OV 
T + GCC a 
2 
Dobijena jednačina, prema (10.9), implicira da su odsječci na x i y osi m.= 5/2 
in = —5, redom, pa je površina trougla kojeg formira prava p sa koordinatnim 
osama i 25 
P=zm nN=7 
O 


Primjer 10.8. Odrediti jednačine, u implicitnom obliku, tangenti kružnice K :' 
22 +y?+22+4y = 0 koje su okomite na pravu p:2x y= 0. 


Rješenje: Prave koje su okomite na pravu p prema uslovu okomitosti imaju ko- 
eficijent pravca k = —1/2. Prava je tangenta kružnice ako dodiruje kružnicu u 
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samo jednoj tački, odnosno, ako sistem koga čine jednačina kružnice i jednačina 
prave ima tačno jedno rješenje. U posmatranom slučaju to je sistem 
K: 22+y2+22+4y=0 


x 
gg: Y= 72 +N, 
koji se supstitucijom transformiše u kvadratnu jednačinu 
5 
72 —-nt+nN? +i = 0. (10.26) 


Jednačina (10.26) ima tačno jedno rješenje kada je njena diskriminanta jednaka 
nuli, odnosno kada je D = 0, 


n2— 4. Ž(n?+4n) = —4n? — 201 = 0. 


Slijedi da mora biti n, = 0 ili na = —5, pa su moguće tangente kružnice K koje 
zadovoljavaju postavljeni uslov date implicitnim jednačinama g1 : + 2y = 0i 
82 :2+2y+10= 0. 


Treba napomenuti da se zadatak može riješiti i direktnom primjenom uslova 
dođira (10.15) za datu pravu i datu kružnicu. O 


Primjer 10.9. Odrediti jednačinu kružnice K čiji je centar presječna tačka pra- 
vih p:1+2y—2 =0ig:31+y+4 = 0, a koja dodiruje pravu r : 5%+12y7—1 = 0. 


Rješenje: Koordinate centra kružnice se dobiju iz sistema jednačina kojeg čine 
jednačine pravih p i g, odakle proizilazi da je z = —2 i y = 2, pa je centar tražene 
kružnice C(—2,2). Jednačina prave r u eksplicitnom obliku je y = -$2 + a 
pa je k = -5/12in = 1/12. 


Za određivanje poluprečnika kružnice koristit ćemo uslov dodira (10.15) za tra- 


ženu kružnicu i datu pravu r. Uvrštavajući poznate vrijednosti p = —2, g = 2, 
k = —5/12, n = 1/12 dobije se r = 1, pa je jednačina tražene kružnice K : 
(r+2)2 + (y—2)2 =1. O 


Primjer 10.10. Odrediti skup vrijednosti realnog parametra k za koje prava p: 
y= k(l1+5) i kružnica K :x?+y? = 9 imaju dvije zajedničke tačke. 


Rješenje: Prava p i kružnica K imaju dvije zajedničke tačke ako sistem njihovih 
jednačina 

K:22+92=9 

r:y=kx+5k (10.27) 
ima dva realna i različita rješenja. Supstitucijom sistem (10.27) se reducira na 
kvadratnu jednačinu (k? + 1)x? + 10k%2 + 25k2 — 9 = 0, koja ima dva realna 


i različita rješenja kada je njena diskriminanta veća od nule, odnosno kada je 
D = 100k% — 4(k? + 1}(25k2 — 9) = —-64k? + 36 5 0, što implicira da mora 


biti NI ka 2 Dakle, traženi skup vrijednosti za parametar k je interval 


3 3 
(21). a 
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10.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak 10.1. Odrediti udaljenost tačke A(1,—1) od prave p:1+2y-4=0. 


Zadatak 10.2. Odrediti koordinate tačke simetrične tački A(3,2) u odnosu na 
pravu p:2z—y+l1l=(0. 


Zadatak 10.3. Odrediti razliku koordinata tačke M(xx,ym) koja pripada pravoj 
p:x+2y—10=0 i jednako je udaljena od tačaka A(6,3) i B(1,2). 


Zadatak 10.4. Odrediti zbir koordinata tačke B(xa, yg) koja je simetrična tački 
A(—5,13) u odnosu na pravu p: 22 = 3y +3 


Zadatak 10.5. Odrediti zbir koordinata tačke S(xs,ys) koja dijeli duž AB _ u 
rezmjeri AS: SB=3:7, ako je A(1,1) i B(3,11). 


Zadatak 10.6. Tačke D(2,3), E(—1,2) i F(4,5) su redom središta stranica BC, 
CA i AB trougla ABC. Odrediti zbir koordinata tačke A. 


Zadatak 10.7. Odrediti najkraću udaljenost između tačke T(—7,2) i kružnice 
K:32+9y2—10x—147y—151=0. 


Zadatak 10.8. Odrediti najkraću udaljenost tačke M kružnice Ki: (= — 2)? + 
(y+3)2 = 4 i tačke N kružnice Ka: (s +4)27 +(y— 5) =9. 


Zadatak 10.9. Data je jednačina kružnice K :4%+y?—4x+2y+1= 0 i tačka 
A(3,0) koja je središte njene tetive PO. Odrediti jednačinu prave koja sadrži 
tetivu PO. 


Zadatak 10.10. Odrediti realan parametar k u jednačini prave p: kz—4y+16 = 
0 koja predstavlja tangentu kružnice date jednačinom K : 1? +y?+221—4y+4=0. 


di 


POGLAVLJE 11 


Planimetrija 


Planimetrija je dio elementarne geometrije u kojem se izučavaju svojstva figura 
koje leže u ravni. Neke od tih figura i njihove osobine su navedene u nastavku. 


Mnogougao. Mnogougao je zatvorena izlomljena linija. Duži koji čine tu izlom- 
ljenu liniju se nazivaju stranice mnogougla, a krajevi tih duži se nazivaju 
tjemena ili vrhovi mnogougla. Uglovi koje čine susjedne stranice mnogo- 
ugla se nazivaju unutrašnjim uglovima mnogougla. Mnogougao je pravilan 
ako su mu sve stranice i svi uglovi međusobno podudarni. Zbir unutrašnjih 
uglova u mnogouglu sa n stranica (naziva se n—ugao) je 


S, = (n— 2): 180". (11.1) 


Dijagonala mnogougla je duž koja spaja nesusjedne vrhove mnogougla. 
Broj dijagonala mnogougla sa n stranica određen je izrazom 


= n(n—3) 


da 2 


; (11.2) 
U nastavku su navedeni osnovni primjeri geometrijskih figura u ravni, a to su 
trougao, četverougao i šestougao (mnogougli sa n = 3, n = di n = 6 stranica, 
redom) i kružnica. Prikazani su opšti oblici navedenih mnogouglova, kao i neke 
specijalne situacije i prezentirane osnovne formule za računanje njihovog obima i 
površine. 


Trougao. Trougao je mnogougao koji ima tri stranice i tri unutrašnja ugla. Zbir 
unutrašnjih uglova u trouglu iznosi 180". 
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11. Planimetrija 


Slika 11.1: Trougao 


Ukoliko su sa a, b i c označene dužine stranica trougla, a sa ha, hy i h, njima 
pripadajuće visine, redom, onda se obim i površina trougla mogu računati 
korištenjem relacija 


O=a+b+c, (11.3) 
_ aha _ bh _ che I 
PS SG (11,4) 


Ukoliko je sa s označen poluobim trougla (s = O/2) onda se površina 
trougla može računati po Heronovom obrazcu 


P = /s(s— a)}(s— b)(s— c). (11.5) 


Centar opisane kružnice oko trougla nalazi se u presječnoj tački simetrala 
stranica posmatranog trougla, a poluprečnik opisane kružnice se označava 
sa 2 i može biti izražen relacijom 

abe 

R= -. 11.6 

1P (11.6) 
Centar upisane kružnice u trougao nalazi se u presječnoj tački simetrala 
uglova posmatranog trougla, a poluprečnik upisane kružnice se označava sa 
r i može biti izražen relacijom 
(11.7) 


T = 


a 
-; 


Ukoliko su dodatno sa ce, $ i y označeni odgovarajući unutrašnji uglovi 
trougla (slika 11.1) veze dužina stranica i unutrašnjih uglova mogu biti 
iskazane sinusnom i kosinusnom teoremom. 


Sinusna teorema tvrdi da su stranice trougla proporcionalne sinusima 
njima naspramnih uglova, odnosno 


a b c 


= —=——=2R. (11.8) 


Kosinusna teorema predstavlja poopštenje Pitagorine teoreme na slučaj 
proizvoljnog trougla i može se iskazati sljedećim relacijama 


a? = 2 + 2 — 2becosa, 


= 
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b2 = a? + 2 — 2accos£,, 


c? = a? + b2 — 2abcosy. (11.9) 


U nastavku su navedeni neki specijalni slučajevi trouglova ilustrirani na 
slici 11.2 i formule za proračun veličina pridruženih tim trouglovima. 


a a a 
(a) Pravougli trougao = (b) Jednakostr. trougao (c) Jednakokraki trougao 


Slika 11.2: Karakteristični trouglovi 


+ Pravougli trougao (trougao kod kojeg je jedan unutrašnji ugao pravi 
ugao) i 


b 
O=a+b+ce, P=%, 6 =a0?+ 2, 


e Jednakostranični trougao (trougao kome su sve stranice među- 
sobno podudarne) 


YI 
O = 30, p= A, ho = 248, 


e Jednakokraki trougao (trougao koji ima par podudarnih stranica) 


aka oa h2 = (z)'. 


O=a+2b, 4 


(11.10) 


Četverougao. Četverougao je mnogougao koji ima četiri stranice i četiri unu- 
trašnja ugla. Zbir unutrašnjih uglova u četverouglu iznosi 360%. Svaki 
četverougao ima tačno dvije dijagonale. 


U nastavku su navedeni neki specijalni slučajevi četverouglova ilustrirani 
na slikama 11.3 i ILA4 i formule za proračun njima pridruženih veličina. 
Uz ranije korištene oznake, dužine dijagonala posmatranog četverougla su 
označene sa d ukoliko su dijagonale podudarne ili sa d1 i da u ako dijagonale 
nisu podudarne. Visina koja odgovara osnovice je označena sa, ha. 


e Kvadrat (četverougao kod koga su sve stranice međusobno podudarne 
i svi uglovi međusobno podudarni) 


2 
O=4a, P=d=t, d=av2. 
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Zi O 


a) Kvadrat {(b) Pravougaonik (c) Romb 


Slika 11.3: Karakteristični četverouglovi 


(a) Paralelogram (b) Deltoid (c) Trapez 


Slika 11.4: Ostali karakteristični četverouglovi 


Pravougaonik (četverougao kod koga su naspramne stranice među- 
sobno podudarne i svi uglovi međusobno poduđarni) 


O=2(a-+b), P=ab, d= /a?+ 02. 


Romb (četverougao kod koga su sve stranice međusobno podudarne i 
naspramne stranice paralelne) 


2 2 
O=4a, P = ah, = aa, a? = (=) + (=) - {11.11) 


Paralelogram (četverougao kod koga su naspramne stranice među- 
sobno podudarne i paralelne) 


O =2(a+b), P = ah, = bh. 


Deltoid (četverougao koji ima dva para susjednih stranica koje su 
međusobno podudarne) 


2 2 
O=2(a+), P= Ud2, = Je H+ fr. 


Trapez (četverougao koji ima par paralelnih stranica} 


a+e 
30 


O=a+b+e+d, P =mh,, m = (11.12) 
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Pravilni šestougao. Pravilni šestougao je mnogougao koji ima šest podudarnih 
stranica i šest podudarnih uglova. Zbir unutrašnjih uglova u pravilnom šes- 
touglu iznosi 720", a svaki unutrašnji ugao iznosi 120". Pravilni šestougao 
je sastavljen od šest jednakostraničnih trouglova. Ukoliko sa a označimo 
dužinu stranice pravilnog šestougla onda se obim i površina, pravilnog šes- 
tougla mogu računati korištenjem relacija 


O = 6a 
a2/3 = 30243 
PO j= 6 a 
KO 
(a) Šestougao (b) Kružnica 


Slika 11.5: Pravilni šestougao i kružnica " 


Kružnica. Kružnica je skup svih tačaka u ravni jednako udaljenih od date fiksne 
tačke, koju nazivamo centar kružnice. Krug je dio ravni, geometrijski lik 
omeđen kružnicom. Ukoliko sa r označimo poluprečnik kružnice (udalje- 
nost od centra kružnice do bilo koje njene tačke) onda se obim i površina 
odgovarajućeg kruga mogu računati korištenjem relacija 


O=2T1T, (11.13) 
P=ržr. . (11.14) 


11.1. Riješeni primjeri 


Primjer 11.1. Odrediti broj dijagonala pravilnog mnogougla kod kojeg se cen- 
tralni ugao smanji za 6" kada mu se poveća broj stranica za 2. 


Rješenje: Mjerni broj centralnog ugla $, pravilnog mnogougla sa n stranica je 
količnik 360? i broja stranica tog mnogougla. Uslov zadatka implicira da je 
potrebno odrediti n za koje je $, — $.+2 = 6". Slijedi da je 


3602 — 3600 — 6 
n n+2 I 


Dati izraz se reducira na kvadratnu jednačinu n? + 2n — 120 = 0. Negativno 
rješenje te jednačine nije od interesa, jer n predstavlja broj stanica mnogougla, 
dakle, prirodan je broj veći od 2. Slijedi da je n = 10. 
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Broj dijagonala pravilnog mnogougla može se odrediti po formuli (11.2). Izraz 
u formuli (11.2) određen je jednostavnim prebrojavanjem dijagonala. Naime, 
za. mnogougao sa, n stranica da bi formirali dijagonalu iz nekog fiksnog vrha 
možemo ga spojiti sa svim vrhovima tog mnogougla izuzev dva, susjeda i njega 
samog, dakle možemo ga spojiti sa n—3 vrha mnogougla. Spajanje možemo vršiti 
počevši od bilo kojeg vrha, što daje broj n(n—3). Priliko navedenog razmatranja 
svaka dijagonala je ubrojana dva puta, počevši od jednog i od drugog njenog 
kraja. Slijedi da je broj dijagonala polovina dobijene vrijednosti, kako je i dato 
u formuli (11.2). Specijalno za n = 10 je dio = 35. O 


Primjer 11.2. Odrediti ugao pod kojim se sijeku simetrale spoljašnjih uglova 
oštrih uglova pravouglog trougla. 


Rješenje: Neka su oštri uglovi posmatranog pravouglog trougla označeni sa ci 
8, a polovine njima odgovarajućih spoljašnjih uglova sa a' i £', redom. Traženi 
ugao neka je označen sa , što je ilustrirano na slici 11.6. 


Slika 11.6: Ilustracija za primjer 11.2 


Kako je zbir uglova u trouglu 180", slijedi da je + = 180? — a' — 8'. Koristeći 
činjenicu da je spoljašnji ugao nekog trougla jednak zbiru preostala. dva ugla 
proizilazi da je 

2a' 90% + 8 

28" = 9%+a. 


U 


Sabiranjem prethodnih jednakosti dobijamo da slijedi da je 2a' + 28' = 180" + 
a+ 8, odnosno a' + B' = 90" + (x+ 8) /2. Posmatrani trougao je pravougli, 
pa je + B = 90", pa prethodna relacija implicira da je a' + 8' = 135". Slijedi 
da je ) = 180" — 135? = 45%. Dakle, posmatrane simetrale se sijeku pod uglom 
45%. CI 


Primjer 11.3. Izraziti poluprečnik R opisane kružnice trougla ABC preko dužine 
njegove najkraće stranice, ukoliko se uglovi tog trougla odnose kao 2294; 


Rješenje: Neka su uglovi posmatranog trougla označeni sa a, Bi 3. Iz proporcije 
date u postavci zadatka slijedi da je a = 2k, 8 = 3k i y = 7k, gdje je k neki 
parametar. Zbir uglova u trouglu iznosi 180", pa slijedi da je 2k + 3k+7k = 180", 
odakleje k = 15%. Slijedi da je = = 30", B = 45" iy = 105%. Neka su dužine 
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stranica trougla označene standardnom notacijom a, 5, c. Kako se naspram 
manjeg ugla nalazi manja, stranica trougla, proizilazi da je najkraća stranica 
dužine a. Dakle, potrebno je poluprečnik R izraziti preko a. Tražena, veza može 
biti dobijena upotrebom formule (11.6). U tu svrhu potrebno je dužine stranica 
bici površinu izraziti preko a. Ukoliko se dodatno izrazi površina posmatranog 
trougla preko stranice c i njoj pripadajuće visine h, i iskoristi izraz za površinu 
dobijen iz (11.6), slijedi da je 


paje R = ab/(2h.). Dakle, dovoljnoje bi h, izraziti preko a. Neka je C' podnožje 
visine h,. Trougao BCC' je pravougli jednakokraki trougao, jer ugao kod vrha 
B iznosi 8 = 45%, pa je visina h, jednaka stranici kvadrata čija je dijagonala a. 
Dakle, kh, = av2/2. 


Kako ugao kod vrha A iznosi a = 30" trougao ACC' je polovina jednakostranič- 
nog trougla stranice b, pa je b = 2h, = a/2. 


Slijedi da je 


Treba napomenuti da je zadatak moguće riješiti i na drugi način primjenom 
sinusne i kosinusne teoreme, odnosno korištenjem relacija (11.8} i (11.9). O 


Primjer 11.4. Ako se jedna stranica kvadrata produži za 2 cm, a druga za 5 
cm, dobije se pravougaonik čija je površina za 45 cm? veća od površine kvadrata. 
Odrediti površinu posmatranog kvadrata. 


Rješenje: Neka je sa a označena dužina stranice posmatranog kvadrata. Površina 
tog kvadrata je P; = a2, dok je površina pravougaonika, opisanog u postavci 
zadatka P; = (a + 2)(a + 5). Veza ovih površina, prema uslovu zadatka data je 
relacijom P; — P; = 45 cm?. Slijedi da je (a + 2)(a + 5) — a? = 45 cm?, pa je 
a=5cmi P; = 25 cm, O 


Primjer 11.5. Odrediti površinu romba ako mu je jedna dijagonala 20% kraća 
MA ; 402 
od druge, a visina mu je h = = cm. 


Val 


Rješenje: Iz uslova zadatka je d, = $di. Obzirom da se dijagonale romba polove 
i sijeku pod pravim uglom primjenom Pitagorine teoreme dobijamo da je 


at di i + a j 
-A\2 2) 
što uz dati uslov implicira da je a = /41d1/10, odnosno d; = 10a/,/41, pa je 
da = Ba/ VAl. Površina romba, može biti izražena preko dužina dijagonala, ali i 
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preko dužine stranice i visine (11.11), što omogućava određivanje stranice romba. 
Proizilazi da je 


dd = ah 
d 
odnosno 108, 
Val Val {02 
2 Val ' 
odakle je a = V2Y41 cm, pa je površina romba je P = 80 cm?. O 


Primjer 11.6. Odrediti dužinu kraka jednakokrakog trapeza ukoliko njegova po- 
vršina iznosi 108 cm?. Omjer dužina osnovica a, c i visine h je 6:2:3. 


Rješenje: Koristeći uslove zadatka dužine osnovica a, c i visinu h mogu biti iz- 
ražene preko nekog parametra k. Slijedi da je a = 6k, c = 2k i h = 3k. Iz 
datog podatka o površini trapeza primjenom formule (11.12) za njegovu površinu 
proizilazi da je 


= nad .3k = 12k2 = 108 cem?; 
pa je vrijednost parametra k data sa 
108 cm? 
k= UETONJE 3 cm. 


Treba primijetiti da negativna vrijednost koja proizilazi iz dobijene jednačine nije 
od interesa jer su preko tog parametra izražene dužine. Sada slijedi da je a = 18 
cm, c=6 cmih= 9 cm. 


D_2k_C 


B 
A E 6k B 
Slika 11.7: Ilustracija za primjer 11.6 


Na osnovu Pitagorine teoreme primijenjene na trougao AED (ilustriran na slici 
11.7) koga čine krak AD, visina DE i duž AE, može se izračunati tražena dužina 
kraka. Pri tome se koristi da je dužina duži AZ jednaka palaviti razlike dužina 
osnovica posmatranog trapeza. Slijedi da je 


; 2 
= (E) +? 


b = VIIT em. 
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O 


Primjer 11.7. Neka je dat trapez ABC D čije su osnovice AB i CD. Neka je E 
tačka presjeka dijagonala tog trapeza. Ukoliko ugao kod vrha A iznosi 60%, dužine 
osnovica AB + CD su 12 cm i 8 cm redom, a dužina kraka AD je 5 cm odrediti 
površinu trougla BCE. 


A G B 
Slika 11.8: Ilustracija za primjer 11.7 


Rješenje: Na osnovu podataka zadatka, a kako je ilustrirano na, slici 11.8 slijedi 
da se površina traženog trougla može odrediti kao razlika površine datog trapeza 
i zbira površina trouglaova ABD i CDE. Dakle, 


Pscge = PajeDp— (Pap + Pop). (11.15) 


Dakle, potrebno je odrediti površine koje se nalaze na desnoj strani prethodne 
relacije. Za površinu trapeza može se iskoristiti formula (11.12), ali je prethodno 
potrebno odrediti visinu tog trapeza. Kako je ugao kod tjemena A jednak 60% 
visina posmatranog trapeza jednaka je visini jednakostraničnog trougla stranice 


5 cm, pa iznosi 
5V3 
h = mu cm 


Slijedi da je Pasop = 253 cm?. Visina trougla ABD koja odgovara osnovici 
AB je zapravo visina trapeza, pa slijedi da je 


AB|-h 


PABD = | = 15V3 cm?, 


Preostaje da se odredi površina trougla CDE. Može se primijetiti da su trouglovi 
ABE i CDE slični i da je zbir njihovih visina 2. Ako je sa z označena visina 
trougla DE onda je h— x visina trougla ABE. Iz sličnosti pomenutih trouglova 
proizilazi da je I 

|AB|:(h—2x) =|CD|:2 
Korištenjem datih i izračunatih podataka slijedi da je zx = V3 cm. Površina 
trougla CDE se sada može izračunati i ona iznosi 


CD|:- 
PODE = Kole Le = 43 cm?. 


Sada iz (11.15) proizilazi da je površina traženog trougla 


PBog = PaBeD — PaBD — Pope = 6V3 cm. 
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Primjer 11.8. Odrediti površinu deltoida ukoliko mu kraće stranice obrazuju 
ugao od 90%, obim mu je O = 6 + 2V17 cm, a dužina duže dijagonale d? = 42 


cm. 


Rješenje: Površina deltoida može biti izračunata pomoću dužina njegovih dija- 
gonala formulom 


(11.16) 


JO 


Slika 11.9: Ilustracija za primjer 11.8 


Iz uslova zadatka kraće stranice deltoida i kraća dijagonala formiraju trougao 
koji je polovina kvadrata stranice a, pa je d, = av2. Kako je obim deltoida zbir 
dužina njegovih stranica, prema uslovu zadatka je O = 2(a +b) = 6 + 2V17 cm 
pa jea +b=3+ V17 cm. Dodatna veza dužina stranica deltoida može se dobiti 
primjenom kosinusne teoreme na. trougao kojeg čine stranice a i b i dijagonala 
d;. Ugao kojeg čine stranica a i dijagonala da je polovina ugla kojeg čine kraće 
stranice deltoida, iznosi 45%, pa je 2? = a? + dž — 2adz cos45". Uvrštavajući 
poznatu vrijednost za d2 posljednja relacija, daje jednačinu b? = a? — Ba + 32. 
Dodatno, uz uslov a+ 5 = 3 + V17 cm dobije se rješenje a = 3 cm i b = 17 cm. 
Slijedi da je d;{ = 3V2 cm, pa je iz (11.16) 


_ A4/2 cm. 32 cm 


= 12 cm?. 
2 


P 


Treba napomenuti da je vezu između dužina stranica dobijenu kosinusnom teore- 
mom moguće dobiti i primjenom Pitagorine teoreme na trouglove ABS i BCS 
ilustrirane na slici 11.9. : O' 


Primjer 11.9. Odrediti odnos površina pravilnog šestougla ABCDEF i četve- 
rougla MN PR, pri čemu su M, N, P i R središta stranica AB, BC, CD i DE, 
redom. 
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St? 


P u 
LJ: 
L-_— 
A M B 
Slika 11.10: Ilustracija za primjer 11.9 


Rješenje: Neka je sa a označena dužina stranice pravilnog šestougla ABCDEF 
datog na slici 11.10. Njegova površina je jednaka površini šest jednakostraničnih 
trouglova stranice a, pa iznosi 

2243 — 023 


4 ; 2 


PABODEF = 6 


Površina četverougla MN PR jednaka je polovini površine pravilnog šestougla 
čija su tjemena središta stranica datog šestougla ABCDEF. Označimo sa b 
dužinu stranice tog šestougla, pa je |N.P| = 5. Očigledno je |MR} =2|NP| = 25 
i dužina |M R| je jednaka dvostrukoj visini jednakostraničnog trougla stranice a, 
pa je b = av3/2. Slijedi da je 


2 
82,/3 (2) VE; 
PMNPR=3 Fi S = 16 ' 


pa je traženi odnos 


=8:3. 


a2/3—_ 02 V3 
— :9 


PABCDEF : PMNPR = 3 16 


O 


Primjer 11.10. Izračunati površinu i obim osjenčene figure na slici 11.11 ukoliko 
je |AB| = 12 cm. 


Slika 11.11: Hustracija za primjer 11.10 
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Rješenje: Jednostavno je primijetiti da je površina osjenčenog dijela figure koji se 
nalazi iznad duži AB jednaka površini neosjenčenog dijela ispod duži AB. Kako 
duž AB polovi dati krug na dva jednaka dijela to je površina osjenčenog dijela 
jednaka polovini površine datog kruga. 


Neka je sa P označena površina osjenčene figure, a sa r poluprečnik datog kruga. 
Slijedi da je r = |AB|/2 = 6 cm, pa je 


P=Žr x = 18% cm?, 


Obim osjenčene figure sastoji se od luka AB 1B_koji_je jed jednak poluobimu datog 
kruga čiji je prečnik AB, zatim lukova AEi EB. AZ i EB su jednaki poluobimu 
kružnica čiji su prečnici AZ, odnosno EB. Kako je E centar datog kruga može 
se zaključiti da su lukovi AkiEB jednake dužine i da zajedno čine obim kruga 
čiji je prečnik d = |AB| /2 = 6 cm, odnosno poluprečnik r; = 3 cm. 


Proizilazi da je obim osjenčene figure 


O= ; (2rm) + 2rim = TX + 2718 = 127 cm. 


11.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak 11.1. Odrediti razliku broja tjemena pravilnih mnogouglova ukoliko im 
se centralni uglovi razlikuju za 10%, a brojevi tjemena se odnose se kao 2:3. 


Zadatak 11.2. Odrediti koliko stranica ima pravilni mnogougao ako mu se pri 
povećanju broja stranica za dva ugao smanji za 9". 


Zadatak 11.3. Jedna stranica trougla je dužine 60 cm, odgovarajuća visina 12 
cm, a težišnica 13 cm, Odrediti dužine preostalih stranica tog trougla. 


Zadatak 11.4. Odrediti površinu jednakostraničnog trougla kod kojeg je razlika 
poluprečnika opisane i upisane kružnice 9 cm. 

Zadatak 11.5. Odrediti ugao y u trouglu ABC ukoliko simetrale uglova i B 
grade ugao od 137". 

Zadatak 11.6. Jedan ugao četverougla je 40%, drugi je polovina trećeg, četvrti 
za 24" manji od zbira prva dva ugla. Odrediti sve uglove četverougla. 

Zadatak 11.7. Izračunati obim romba kod kojeg je jedna dijagonala dva puta 
duža od druge, ako je njegova površina 400 cm. 

Zadatak 11.8. Odrediti dužinu dijagonale jednakokrakog trapeza ako je njegova 
površina P = 16 cm?, visina h = 4 cm i razlika osnovica 6 cm. 

Zadatak 11.9. Odrediti dužinu kraće dijagonale pravilnog šestougla ako je dužina 
duže dijagonale tog šestougla 4/3. 


Zadatak 11.10. Odrediti površinu kruga upisanog u romb čija je stranica a = 5 
cm, a kraća dijagonala dužine d;, = 6 cm. 
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Stereometrija 


Stereometrija predstavlja oblast elementarne geometrije koja izučava svojstva 
tijela u prostoru. Osnovni zadaci u stereometriji uključuju određivanje površine 
i zapremine posmatranih tijela. U nastavku su navedena osnovna geometrijska 
tijela i prikazane osnovne formule za računanje njihove površine i zapremine. 


Prizma. Prizma je geometrijsko tijelo ograničeno sa dva pođudarna i paralelna 
mnogougla i sa omotačem koji se sastoji od bočnih strana koje spajaju od- 
govarajuće stranice tih mnogouglova. U nastavku se dati mnogouglovi na- 
zivaju bazama prizme, a udaljenost paralelnih ravni u kojima se oni nalaze 
visinom prizme. Prizma je uspravna ukoliko su sve bočne strane normalne 
na njene baze, a pravilna je ako su joj baze pravilni mnogouglovi. 


Ukoliko je sa B označena površina baze, sa M površina omotača prizme i sa 
H visina prizme, onda je površinu P i zapreminu V prizme moguće izraziti 
relacijama 
P=2B+M, (12.1) 
V=BH. (12.2) 
U nastavku su prikazane formule za proračun površine baze, površine omo- 
tača i zapremine za specijalne slučajeve uspravnih pravilnih prizmi, pri 
čemu je dužina ivice baze označena sa a. 


e Trostrana prizma 
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e Četverostrana prizma 
B=4a?, M = 4daH, V=0H. 


se Šestostrana prizma 


3a2/3 302 /3H 


B= 7 M = 6aH, V = 2 (12.3) 
(a) teta prizma. = (b) Četverostrana prizma = (c) Šestostrana prizma 


Slika 12.1: Prizma 


Piramida. Piramida predstavlja geometrijsko tijelo koje se sastoji od jedne mno- 
gougaone baze i omotača koji se sastoji od trouglova čije su osnovice ivice 
baze, a naspramni vrh im je zajednička tačka, koja se naziva vrhom pi- 
ramide. Udaljenost vrha od baze piramide je visina piramide. Piramida 
se smatra uspravnom ukoliko su sve duži koje spajaju vrh piramide sa 
vrhovima mnogougla baze podudarne, a pravilna je u slučaju pravilnog 
mnogougla u bazi. Površinu i zapreminu piramide moguće je računati ko- 
rištenjem relacija 


P=B+M, (12.4) 
vs =, (12,5) 


pri čemu su korištene oznake analogne uvedenim oznakama za slučaj prizme. 
Specijalne formule za slučaj uspravnih pravilnih piramida navedene su u 
nastavku. Dodatno, u odnosu na ranije uvedenu notaciju, sa h je označena 
dužina visine bočne strane posmatrane piramide. 


e Trostrana piramida 


a2,/3 
a 


2 
B= , M= sh, y= LE. 
e Četverostrana pramida 


B=a?, M = 2ah, v= 2. 
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AA 


(a) Trostrana piramida (b) Četverostrana piramida = (c) Blategćana piramida 


Slika 12.2: Piramida 


e Šestostrana piramida 


2 2 
= M = 3ah, V = LE vu. 


B= 


Valjak. Valjak ili cilindar predstavlja geometrijsko tijelo ograničeno dvjema po- 
dudarnim kružnim bazama koje leže u paralelnim ravnima i omotačem koji 
spaja rubove kružnih baza. Udaljenost paralelnih ravni u kojima se nalaze 
baze je visina valjka. Ukoliko je omotač okomit na ravan baze valjak je 
uspravan. U nastavku je razmatran isključivo dati tip valjka. Ukoliko 
je poluprečnik baze r, a visina valjka H, površinu baze valjka, površinu 
omotača i zapreminu moguće je izračunati pomoću formula 


B=r?z, i (12.6) 
M = ?2r1H, (12.7) 
V = r%xH. (12.8) 


Ukupnu površinu valjka moguće je izračunati na isti način kao i u slučaju 
prizme, dakle korištenjem formule (12.1). 


Kupa. Kupa, kružni konus ili stožac je geometrijsko tijelo koje se sastoji od baze 
-  iomotača, pri čemu je baza krug, a omotač čini skup tačaka koje se nalaze 
na izvodnicama, dužima, koje povezuju tačke ruba baze sa nekom tačkom 
u prostoru, koju nazivamo vrh kupe. Udaljenost vrha kupe od ravni baze 
je visina kupa. Kupa je uspravna ukoliko su sve izvodnice iste dužine. U 
nastavku su razmatrane isključivo uspravne kupe. U tom slučaju površina 
i zapremina dati su sa 


P=B+M=r'x+T%5, (12.9) 
2 
vs! =, (12.10) 


pri čemu je r poluprečnk baze, a s dužina izvodnice, za koju vrijedi 


st=H?+7r?, (12.11) 
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Kugla. Kugla je geometrijsko tijelo koje se sastoji od svih tačaka prostora čija 
je udaljenost od neke fiksne tačke, koja se naziva središte, manja ili jednaka 
poluprečniku r. Površina i zapremina kugle iskazane su relacijama 


P=A4ržz, (12.12) 
3 
V= 1. (12.13) 


KB Sn. 
(a) Valjak (b)} Kupa (c) Kugla 


Slika 12.3: Tijela sa zakrivljenim površima 


12.1. Riješeni primjeri 


Primjer 12.1. Površina većeg dijagonalnog presjeka pravilne šestostrane prizme 
iznosi 24 cm?, a visina prizme je 3 cm. Izračunati zapreminu prizme. 


Slika 12.4: Ilustracija za primjer 12.1 


Rješenje: Na, slici 12.4 je osjenčen dio koji predstavlja veći dijagonalni presjek. 
To je pravougaonik, čija je jedna od stranica visina prizme H, a druga je duža 
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dijagonala baze, čija dužina je označena sa d. Kako je poznata površina dija- 
gonalnog presjeka, moguće je napisati relaciju između dvije navedene veličine i 
izračunati vrijednost d. Slijedi da je Hd = 24 cm?, pa je d = 8 cm. 


Baza prizme je pravilni šestougao, što znači da je d = 2a, pri čemu je sa a 
označena dužina ivice baze. Slijedi da je a = 4 cm. Korištenjem formule za 
zapreminu prizme (12.3), moguće je dobiti traženu vrijednost 


6a2,/3 
4 
V = 71723 cm. 


V BH = 


H, 


| 


Primjer 12.2. Površina presjeka ravni, koja sadrži osnovnu ivicu pravilne četve- 
rostrane prizme, i date prizme je dva puta veća od površine baze. Odrediti ugao 
između pomenute ravni i baze prizme. 


Rješenje: Neka je sa a označena dužina stranica kvadrata koji je baza posmatrane 
pravilne četverostrane prizme. Presjek pomenut u postavci zadatka je pravouga- 
onik čija je jedna stranica dužine a. Neka je dužina druge stranice označena sa 
€c, a površina tog presjeka sa P;. Iz uslova zadatka je P. = ac = 2B = 202, pa 
slijedi da je c = 2a. Neka je traženi ugao označen sa w (slika 12.5). 


(aN|/' 
a 
Slika 12.5: Ilustracija za primjer 12.2 


Iz osobine funkcije kosinus u pravouglom trouglu slijedi da je cos = a/c = 1/2, 
pa je x = 60". O 


Primjer 12.3. Površina trougla kojeg obrazuju visina uspravne pravilne četve- 
rostrane piramide, visina njene bočne strane, a čija treća stranica pripada ravni 
baze piramide je P; = 20 cm?. Ako je obim baze piramide O = 8 cm, izračunati 
površinu te piramide. 
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(STO 
\_WG 
A a B 
Slika 12.6: Ilustracija za primjer 12.3 


Rješenje: Iz informacije o obimu baze posmatrane piramide i činjenice da je riječ 
o pravilnoj piramidi slijedi da je a = 2 cm, pri čemu je sa a označena dužina 
ivice baze. Površina trougla EFG na slici 12.6, pomenutog u postavci zadatka, 
je P; = 20 em?. Kako je taj trougao pravougli čije su dužine kateta F i a/2, 


1 
slijedi da je Pi = — + i.H , pa je H = 40 cm. Primjenom Pitagorine teoreme na 
trougao EFG može se zaključiti da je 


GEJOJ 


pa je h = V/1601 cm. Sada se tražena površina može dobiti primjenom osnovne 
formule (12.5). Slijedi da je 


P=B}+M= 02442 = a+ 2ah, 


odakle se dobije P = 164.05 cm?. O 


Primjer 12.4. Baza uspravne piramide je pravougaonik čija je površina 83 
cm?, a ugao između njegovih dijagonala je 60%. Bočne ivice piramide sa ravni 
baze zaklapaju ugao od 30%. Izračunati zapreminu piramide. 


Rješenje: Koristeći poznatu vrijednost površine baze, moguće je odrediti odnos 
između njenih stranica. Iz uslova zadatka je 


B=ab=8V/3 cm?, (12.14) 


pri čemu su sa a i b označene dužine stranica baze. Kako su dijagonale pravo- 
ugaonika, jednake i međusobno se polove slijedi da je trougao AED (uz oznake 
date na slici 12.7) jednakokraki sa osnovicom b. Dalje, kako je ugao između dija- 
gonala pravougaonika 60" može se zaključiti da je taj trougao jednakostranični. 
Dakle, d = 25. Dijagonala pravougaonika i njegove stranice čine pravougli tro- 
ugao pa je korištenjem prethodno iskazanog odnosa između dijagonale i stranice 
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(9) 
ŽAN d 
b 
A a B I 
Slika 12.7: Ilustracija za primjer 12.4 


5, pomoću Pitagorine teoreme moguće jednostavno odrediti odnos stranica datog 
pravougaonika. Iz d? = a? + 2 je a? = 302, pa je a = \/35. 


Kako je sada poznat odnos stranica, njihove konkretne vrijednosti je moguće 
odrediti korištenjem relacije (12.14). Dakle, 43627 = 8,/3 cm? implicira, da je 
b=2/2cmia=2/6 cm. 


Za, proračun vrijednosti zapremine piramide pored površine baze potrebna je i 
visina piramide. Stoga je potrebno izraziti visinu piramide na osnovu određenih 
vrijednosti. Pravougli trougao CEO sačinjavaju polovina dijagonale pravouga- 
onika, visina piramide i bočna stranica piramide. 1z uslova zadatka slijedi da 
ugao kod vrha C iznosi 30%, što primjenom osobina, trigonometrijskih funkcija u 
pravouglom trouglu implicira, 


sin30" = = 
G 
cos30" = a? 
c 
HV 
=, = —-—= —D —— 
wa a=)! 


26 


pri čemu je sa c označena dužina bočne stranice piramide. Slijedi daje H = KU 
Zapremina je, prema relaciji (12.5), " 


_BH_ \16/18_ 16/2 
3 9 3 


O 


Primjer 12.5. Poznato je da su bočne strane trostrane piramide pravougli tro- 
uglovi, površina 6, 8112 cm?. Pravi ugao svake bočne strane je kod vrha piramide. 
Izračunati njenu zapreminu. 


Rješenje: Neka je piramida predstavljena kao na slici 12.8, pri čemu su bočne 
strane ABD, ADC i BDC pravougli trouglovi. Bočne ivice date piramide su 
ujedno i katete prethodno navedenih trouglova. Dužine stranica AD, BD i CD 
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B 


D a A 
Slika, 12.8: Ilustracija za primjer 12.5 


označimo sa, a, b i c, redom. Prema uslovu zadatka površine bočnih strana su 
P, = 6 cm?, P, = 8 cm? i P4Ž = 12 cm?, redom. Iz 


ab 
Pr lt G= 
1 5 6 
be 
Pa = 7-8 
ac 
P,;= —=12 
? 2 


slijedi da je ab = 12, be = 16 i ae = 24, odakle je moguće odrediti vrijednosti 
dužina bočnih ivica piramide. Proizilazi da je a = 3V2, b = 2V2 i c = 42. Za 
određivanje zapremine, jednostavnije je posmatrati piramidu tako da joj je baza 
trougao ADB. Tada je površina baze B = ab/2 = 6 cm2, a visina piramide je 
H = e. Slijedi da je V = 8V2 cm. O 


Primjer 12.6. Površina uspravnog valjka je P = 48% cm?, a površina njegovog 
omotača je M = 30% cm?. Izračunati zapreminu valjka. 


Rješenje: Za proračun zapremine valjka potrebno je koristiti formulu (12.8). 
Prema. tome, neophodno je izračunati vrijednosti površine baze i visine datog 
valjka. Kako je ukupna površina valjka poznata, kao i površina omotača, slijedi 
da 

P_-M 


B= —— = 97 cm?. 


Kako je baza krug, jednostavno slijedi da je poluprečnik baze r = NI = =3 cm. 


Iz podatka za površinu omotača može se odrediti visina valjka, a zatim i zapre-, 


mina 


M 


2rTH, 


307 cm? 
sale 2-37 mm" om, 
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V= BH = 45rx cm. 
O 


Primjer 12.7. Površina omotača valjka, kod kojeg je visina jednaka prečniku 
baze, iznosi 80% cm?. Odrediti površinu i zapreminu tog valjka. 


Rješenje: Koriste li se standardne oznake, iz uslova, zadatka je H = 2r. Iz in- 
formacije o površini omotača valjka moguće je izračunati vrijednost poluprečnika 
baze. Kakoje M = 2rxH = 4r%x = 80, slijedi da je r = 25 em, što omogućava | 
proračun vrijednosti površine i zapremine valjka 


P = 2B+M =1207 cm, 
V = BH=8057 cm. 


(mu 


Primjer 12.8. Posuda ravnog okruglog dna poluprečnika 20/\/x cm ima ukupnu 
visinu 1 m i napunjena je vodom do 25% visine. Izračunati koliko litara vode se 
nalazi u posudi. i I 


Rješenje: Iz teksta zadatka se može zaključiti da je riječ o posudi cilindričnog 
oblika, sa visinom H = 1 m. Zapremina koju zauzima voda (do visine h, = 
25%H = 0.25H = 0.25 m = 25 cm) je 


V = r2rh, = 10000 cm? = 10 dm? = 101. 
Dakle, u posudi se nalazi ukupno 10 litara vode. | 


Primjer 12.9. Pravilna šestostrana prizma upisana je u uspravni valjak čija 
baza ima poluprečnik r = 2 cm, a visina mu je H = 3 cm. Odrediti površinu i 
zapreminu te prizme. 


Rješenje: Iz postavke zadatka, a, kako je ilustrirano na slici 12.9, može se zaključiti 
da upisana prizma ima istu visinu kao i valjak, te da je dužina stranice baze prizme 
jednaka r. Stoga je površina prizme 


124/3 


P=2B+M=12 4 


+6rH =12 (3+ 3) cm?, 


a zapremina 
V = BH = 18V3 cm". 


U 


Primjer 12.10. Površina uspravne kupe je četiri puta veća od površine njene 
baze. Odrediti odnos visine i poluprečnika baze date kupe. 
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Slika 12.9: Ilustracija za primjer 12.9 


Rješenje: Kako je površina kupe određena relacijom (12.9), a izvodnicu s je mo- 
guće izraziti preko visine kupe F i poluprečnika baze r putem relacije (12.11), 
traženi odnos je moguće izvesti na sljedeći način. Iz uslova zadatka je P = 4B, 
odnosno r2r--rms = 4127, što implicira da vrijedi s = 3r. Dalje je H2+7? = 9r?, 
odakle slijedi da je traženi odnos 


12.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak 12.1. Zopremina pravilne šestostrane prizme je 375//3, a bočna ivica 
je dva puta duža od ivice baze. Izračunati površinu prizme i dužinu njene najduže 
prostorne dijagonale. 


Zadatak 12.2. Baza pravilne uspravne piramide je kvadrat čija je stranica dužine 
4 cm, a bočne strane su joj jednakostranični trouglovi. Odrediti visinu piramide. 


Zadatak 12.3. Površina pravilne uspravne šestostrane piramide je P_ = 160 cm?. 
Ako je dužina ivice šestougaone baze a = 5 cm, odrediti visinu Hi zapreminu 
piramide. 


Zadatak 12.4. Ukoliko je baza piramide jednakokraki tropez sa dužinama 0sno- 
vica a = 5 cm i c = 3 cm i kraka b = 7 cm, te dužom bočnom stranicom s = 10 
cm, koja ima osobinu de se presjek visine i baze podudara sa presjekom dijagonala 
baze, izračunati zapreminu date piramide. 
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Zadatak 12.5. U posudu oblika uspravnog valjka nasuta je voda do trećine visine. 
Obim kružne baze je 0.67% m, a visina posude iznosi 0.8 m. Odrediti količinu 
tečnosti (izraženu u litrima) koja se može dosuti u posudu tako da ona bude 
ispunjena do vrha. 


Zadatak 12.6. Poznato je da povećanje površine baze valjka za 5 cm? uzrokuje 
povećanje ukupne zapremine valjka za određen iznos kubnih centimetara. Poveća- 
nje visine valjka za 5 cm uzrokuje istu promjenu zapremine. Ukoliko je početna 
visina valjka 2 cm, odrediti početnu vrijednost poluprečnika baze. 


Zadatak 12.7. Neka su AB i A,B, paralelni prečnici dviju baza uspravnog valjka 
visine H _% neka tačka C dijeli luk AB u odnosu 1: 2. Izračunati zapreminu tog 
valjka, ako prava kroz tačke C i B, gradi sa ravni baze ugao od 45". 


' Zadatak 12.8. Ugao između izvodnice i visine uspravne kupe je 60", a razlika 
njihovih dužina je 3 cm. Izračunati zapreminu kupe. 


Zadatak 12.9. Kupa je podijeljena na dva dijela koja imaju jednaku visinu. 
Odrediti odnos zapremina manjeg i većeg dijela. 


Zadatak 12.10. Jednakostranični trougao rotira oko svoje stranice dužine 6 cm. 
Odrediti površinu i zapreminu nastalog tijela. " 


POGLAVLJE 13 


Brojni sistemi 


Oznaka a) je oznaka, broja a u brojnom sistemu sa bazom 0. Ovdje je riječ 
isključivo o prirodnim brojevima a, a baza b je prirodan broj veći od 1. 

Broj a u brojnom sistemu sa bazom b se može zapisati kao Gnđn—1.::+ 828180(); 
gdje su a., 0n—1,++.+, 02, 01 i ag cifre broja a u brojnom sistemu sa bazom b. 
Cifre mogu imati isključivo cjelobrojne vrijednosti od 0 do b— 1 (osim prve cifre 
koja ne može uzimati vrijednost 0). Vrijedi relacija 


Gndđn—1---424140() = dn 0" + an.—1 "BY"! +.++-+a2: 2 +a; b+ ag-b". (13.1) 


Brojni sistem koji se svakodnevno koristi je dekadni sistem, njegova baza je 
b= 10 i koristi cifre 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 i 9. Drugi često korišteni brojni sistemi 
su 


e binarni brojni sistem (5 = 2), koristi cifre 0 i 1, 
e oktalni brojni sistem (5 = 8), koristi cifre 0, 1, 2, 3, 4, 5,6 1 7, 


e heksadecimalni brojni sistem (b = 16), koristi cifre 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
8, 9, A(10), B(11), C(12), D(13), E(14) i F(15). 


Pored nabrojanih, u upotrebi je i seksagezimalni brojni sistem (5 = 60), koji se 
koristi u mjerenju vremena (sati, minute i sekunde), te mjerenju uglova (stepeni, 
minute i sekunde). 
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Pozitivne brojeve koji ne pripadaju skupu prirodnih brojeva je također moguće 
predstaviti u drugom brojnom sistemu, pri čemu uz cifre iza zareza stoje potencije 
broja dva sa negativnim eksponentima, kako je prikazano u primjeru 13.5. 


Moguće je vršiti pretvorbe broja zapisanog u jednoj bazi u zapis u neku drugu 
bazu. Najčešće se koriste pretvorbe koje uključuju dekadni brojni sistem ili sis- 
teme čije su baze potencije baze dva. Prilikom pretvaranja broja iz dekadnog 
brojnog sistema u brojni sistem sa bazom 5, potrebno je podijeliti taj broj sa b, 
te zapisati ostatak, a taj postupak ponoviti na količniku, sve dok količnik ne pos- 
tane nula. Ostaci u obrnutom poretku daju zapis posmatranog broja u brojnom 
sistemu sa bazom b. 


Ukoliko se broj pretvara iz brojnog sistema sa bazom b u dekadni brojni sistem, 
potrebno je koristiti relaciju (13.1) i izvršiti naznačene operacije u dekadnom 
sistemu. 


U slučaju pretvaranja broja iz jednog brojnog sistema u drugi, pri čemu nijedan 
nije dekadni, broj se može prvo pretvoriti u dekadni brojni sistem, a zatim iz 
dekadnog u željeni brojni sistem. 


Poseban slučaj je pretvaranje između dva brojna sistema čije su baze potencije 
broja dva. U takvim slučajevima je preporučljivo broj prvo pretvoriti u binarni, 
a iz njega u željeni brojni sistem, postupak je opisan u primjeru 13.4. 


Osnovne računske operacije u nekom brojnom sistemu sa bazom b se vrše ana- 
logno operacijama u dekadnom brojnom sistemu. Na primjer, prilikom sabiranja 
dva. broja, oni se moraju poravnati po desnoj strani (tako da cifre koje odgova- 
raju istom stepenu baze budu jedna ispod druge), a zatim se vrši sabiranje počev 
od cifre uz najmanji stepen baze. Ukoliko je rezultat sabiranja dvije cifre veći 
od b— 1 vrši se prijenos, koji se dodaje zbiru naredne dvije cifre. Postupak je 
ilustriran u primjeru 13.8. Primjer 13.9 opisuje postupak oduzimanja dva broja 
u nekom brojnom sistemu, a množenje se svodi na sabiranje i prikazano je u 
primjeru 13.10. 


13.1. Riješeni primjeri 


Primjer 13.1. Sljedeće brojeve napisane u dekadnom brojnom sistemu napisati 
u traženom brojnom sistemu: 


(a) 56 u binarnom brojnom sistemu, 

(b) 243 u oktalnom brojnom sistemu, 

(ce) 4576 u heksadecimalnom brojnom sistemu, 
(d) 124 u brojnom sistemu sa bazom 7, 

{e) 3023 u brojnom sistemu sa bazom 13. 


Rješenje: = (a) Prilikom pretvaranja broja iz dekadnog sistema u binarni sistem, 
potrebno je podijeliti taj broj sa 2, te zapisati ostatak, a taj postupak 


"r 
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ponoviti na količniku, sve dok količnik ne postane nula. Ostaci u obrnutom 
poretku daju zapis broja u binarnom sistemu. Za dati primjer postupak je 


oblika 
56:2=28 |0 
28:2=14|0 
14:2=7|0 
7:2=3|1 
3:2=1|1 
1:2=0|1 


Slijedi da je 5600) = 11100062). 


Drugi način kako napisati broj u binarnom sistemu jeste koristeći metod 
oduzimanja, potencija broja 2, odnosno zapis broja u obliku zbira više po- 
tencija broja 2. 


Može se primijetiti da vrijedi sljedeća relacija 
56 = 32+16+8—1-25+1+24+1-234+0-+22+0.-.2!+0.2", 


koja nas dovodi do istog zaključka 56019) = 11100062). 


(b) Prilikom pretvaranja broja iz dekadnog sistema. u oktalni sistem, potrebno 
je podijeliti taj broj sa 8, te zapisati ostatak, a taj postupak ponoviti na 
količniku, sve dok količnik ne postane nula. Ostaci u obrnutom poretku 
daju zapis broja u oktalnom sistemu. Kako je 

243:8= 30 | 3 

30:8=3|6 

3:8=0|3 
dobija se da vrijedi 24319) = 363(g). 

(c} Prilikom pretvaranja broja iz dekadnog sistema u heksadecimalni sistem, 
potrebno je provesti istu proceduru kao i za pretvaranje u binarni ili oktalni 
sistem, ali se sada vrši dijeljenje sa 16. Pri tome potrebno je voditi računa 
o pravilnom zapisu cifara heksadecimalnog brojnog sistema. Kako je 

4576 : 16 = 286 {| 0 
286:16—=17 | 14(E) 
17:16=1{|1 
1:16=0|1 
proizilazi da vrijedi 4576419) = 11204). 
{(d) Prilikom pretvaranja broja iz dekadnog sistema u sistem sa bazom 7, po- 


trebno je provesti istu proceduru kao u ranijim primjerima, ali se sada vrši 
dijeljenje sa 7. Iz 


124:7=17|5 
17:7=2|3 
2:7=0|2 


se dobije da vrijedi 124(10) = 235(7). 
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(e) Prilikom pretvaranja broja iz dekadnog sistema u sistem sa bazom 13, po- 
trebno je provesti istu proceduru kao u ranijim primjerima, ali se sada vrši 
dijeljenje sa 13 i vodi računa o ozankama cifara većih od 9 ovog sistema. Iz 


3023: 13 = 232 | 7 
232:13=17 | 11(B) 
17:13=1|4 
1:13=0{|{1 


se dobije da vrijedi 30230) = 14B7(13)- 
O 


Primjer 13.2. Sljedeće brojeve napisane u navedenom brojnom sistemu napisati 
u dekadnom brojnom sistemu: 


(a) 1001101(2), 
(b) 25318), 
(c) 3BFEG6); 
(d) 5229); 


(e) J83(20)- 


Rješenje: (a) Broj zapisan u binarnom sistemu se pretvara u dekadni korište- 
njem relacije (13.1). Slijedi da je 
10011012; = (1:29+0+254+0-24+1+284+1-224+0+21+1+2")}{60) 


U 


(b) Analogno kao u (a) je 


2531 (8) (2-88+5-82+3:+8!1+1+8%)40) 


(1024 + 320 + 24 + 1)10 = 1369 40). 


(c) Kod pretvorbe iz heksadecimalnog brojnog sistema u dekadni brojni sistem 
prilikom primjene relacije (13.1) potrebno je koristiti numeričke analogone 
cifara A-F'. Slijedi da je 


3PEae = (3:162+15-+161+ 14. 16%)60) 
(768 + 240 + 14)10 = 1022 (410). 


(d) Analogno kao u (a) je 


52269) (592 -+2-91+2+9%9 ao) 


(405 + 18 + 2)10 = 425(10)- 
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(e) Analogno kao u (c) potrebno je voditi računa o numeričkim vrijednostima 
' cifara. U zapisu u bazi 20 cifri J odgovara vrijednost 19. Proizilazi da je 


J83 20) = (19-202+8-201+3:20%)40) 
= (7600 + 160 + 3)10 = 177683(10)- 


O 


Primjer 13.3. Sljedeće brojeve napisane u navedenom brojnom sistemu napisati 
u drugom traženom brojnom sistemu: 


(a) 2126) u brojnom sistemu sa bazom 4, 

(b) 2B5a2) u brojnom sistemu sa bazom 11, 

(c) 102112:3) u oktalnom brojnom sistemu, 

(d) 41236) u brojnom sistemu sa bazom 7, 

(le) 4C41e) u brojnom sistemu sa bazom 9. 
Rješenje: Pretvaranje broja iz jednog brojnog sistema u drugi brojni sistem, uko- 
liko nijedan od njih nije dekadni, se može vršiti na sljedeći način. Prvo se dati 
broj pretvori iz prvog brojnog sistema u dekadni, a zatim iz dekadnog brojnog 


sistema, u drugi brojni sistem. Pretvaranja u i iz dekadnog sistema su objašnjena 
u primjerima 13.1 i 13.2. 


(a) Potrebno je pretvoriti broj 212 iz sistema sa bazom 6 u dekadni. Koristeći 
opisani postupak je 
21266) = (2-62+1+6"+2:-+6%) 60) 
(7"2+6 + 2)19 = 80410). 


Sada je potrebno broj 80 iz dekadnog sistema pretvoriti u sistem sa bazom 


4. Iz 
80:4=20|0 
20:4=5|0 
5:4=1|1 
1:4=0|1 


se dobije da vrijedi 2126) = 80410) = 11004). 
{b) Koristeći 


2B5a2) (2-122 +11-121+5:+ 12940) 


(288 + 132 + 5)10 = 42540) 
slijedi da je 2B5(12) = 42510), a iz 


425:11=38 | 7 
38:11=3 |5 
3:11=0|3 

se dobije da vrijedi 2B5a2) = 425(10) = 357(11)- 
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(c) Koristeći 


102112a) = (1:35+0-344+2+38+1+324+1-31+2:-+ 3940) 


slijedi da je 102112(3) = 311 10), a iz 


u 


311:8 = 38 | 7 
38:8—=4|6 
4:8=0{|{4 


se dobije da vrijedi 102112(3) = 311 410) = 467). 


(d) Analognim postupkom kao u prethodnim primjerima se dobije da vrijedi 


412365) = 53810) = 13667). 


(e) Analognim postupkom kao u prethodnim primjerima se dobije da vrijedi 


4C4(16) = 1220410) = 1605(9). 


O 


Primjer 13.4. Sljedeće brojeve napisane u navedenom brojnom sistemu napisati 
u drugom traženom brojnom sistemu: 


(a) 1110101(2) u oktalnom brojnom sistemu, 


b) 54Fu6) u binarnom brojnom sistemu, 
(16) 


(c) 743(a) u heksadecimalnom brojnom sistemu, 


(d) AT2ae) u oktalnom brojnom sistemu, 


(e) CF{a2) u heksadecimalnom brojnom sistemu. 


Rješenje: Pretvaranje broja iz brojnog sistema čija baza je potencija broja 2, u 
drugi brojni sistem, čija je baza također potencija broja 2, se može vršiti bez 
korištenja dekadnog brojnog sistema. U ovakvim situacijama brojevi se pretva- 
raju u binarni sistem, umjesto u dekadni. Pretvaranje je naravno moguće i uz 
korištenje dekadnog brojnog sistema, što je prikazano u prethodnom primjeru. 


(a) Pretvaranje broja iz binarnog u oktalni sistem se vrši na sljedeći način. 


(b 


u 


Kako vrijedi 8 = 2%, potrebno je grupisati cifre binarnog zapisa u grupe po 
tri, i to počev sa desne strane. U slučaju da ukupan broj cifara u binarnom 
zapisu nije djeljiv sa 3, potrebno je dopisati određen broj nula s lijeve strane 
početnog zapisa. Zatim svaku grupu od tri cifre zamijeniti sa odgovaraju- 
ćom oktalnom cifrom. Slijedi da je 1110101 2) = 001 110 10162) = 16568). 


Pretvaranje broja iz heksadecimalnog u binarni sistem se vrši na sljedeći na- 


čin. Kako vrijedi 16 = 24, potrebno je svaku cifru heksadecimalnog zapisa 


zamijeniti sa četiri cifre, koje odgovaraju binarnom zapisu te heksadeci- 
malne cifre. U slučaju da broj u binarnom zapisu počinje sa jednom ili više 
nula, te nule je potrebno izostaviti. Za dati primjer je 


54F(;) = 0101 0100 11112) = 10101001111(2). 
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(c) Pretvaranje broja iz oktalnog u heksadecimalni sistem se može izvršiti tako 
što se broj prvo pretvori u binarni, a zatim iz binarnog u heksadecimalni 
sistem, na već opisane načine. Tako je 


743(8) = 111 100 01162} = 111100011 62} = 0001 1110 0011(2) = 1348). 

(d) Analognu postupku opisanom u {c) je 
A7T2(16) = 1010 0111 00102) = 101001110010(2) = 101 001 110 0106) = 
51628). 

(e) Kako je 32 = 25 može se koristiti postupak analogan postupku opisanom u 
(c), pa je 
CF(32) = 01100 01111 62) = 1100011116) = 0001 1000 11112) = 18F426)- 


O 


Primjer 13.5. Pretvoriti broj 37.375 iz dekadnog u binarni brojni sistem. 


Rješenje: Cijeli dio broja 37.375, a to je 37, treba pretvoriti u binarni sistem, što 
se može uraditi na već ranije prikazani način. Dobije se da je 3740) = 100101 2. 
Razlomljeni dio posmatranog broja, to jeste 0.375, se sada pretvara na način 
predstavljen u.nastavku. Potrebno je razlomljeni dio pomnožiti sa bazom (2), te 
kao cifru nakon decimalnog zareza. zapisati cijeli dio tog proizvoda. Razlomljeni 
dio tog proizvoda, ponovo množiti sa bazom i čitav proces ponavljati dok se ne 
dobije cijeli broj, ili dok se ne dostigne željena tačnost. Za posmatrani primjer 
postupak je prikazan u nastavku 


0.375. 2 = 0,75 | 0 
0,75. 2—=1.5 |1 
05-.-2=10|1 


Na osnovu navedenog, slijedi da je 37.375410) = 100101.011 62). 


Zadatak se mogao uraditi i ukoliko se broj 37.375 zapiše u obliku zbira potencija 
broja dva, uključujući i potencije sa negativnim eksponentima. Tada vrijedi 


37.375 =1+25+0+244+0-.234+1-.22+0-214+1-294+0.271+1-2-241.-2—, 
iz čega slijedi traženo rješenje. (mi 
Primjer 13.6. Ako je zadovoljena jednakost 2017(16)—X (16) = 2017(8)-+2017(10); 
izračunati X(16)- 

Rješenje: Koristit ćemo dekadni brojni sistem da izvršimo naznačeno računanje. 
Kako je 

20178) = (2+88+0+8%+1-8!1+7:+ 89%) 69) = (1024+0+8 + 7)ao) = 1039610), 
2017(16) = (2-169+0-1624+1-161+7-16%) 40) = (8192+0+16+7)(10) = 8215(10), 
slijedi da je 

X(ae} = 201746) — 20178) — 201740) = 821540) — 1039 419) — 201740) = 5159 610). 
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Pretvaranjem dekadnog broja 5159 u heksadecimalni brojni sistem 


5159: 16 = 322 | 7 
322:16 = 20 2 


20:16=1|{4 
1:16=0|1 
zaključuje se da je X(1e) = 1427 416). a 


Primjer 13.7. Dat je niz brojeva zapisanih u različitim brojnim sistemima 110), 
1244), 1405), XX), 178). Odrediti X (6), a zatim u binarnom brojnom sistemu 
napisati sumu svih brojeva navedenog niza. 


Rješenje: Da bi uočili zakonitost koja povezuje članove navedenog niza, treba 
sve brojeve pretvoriti u jedan brojni sistem, a najpraktičnije je koristiti dekadni. 
Slijedi da je 


le) = (12141. 29% ao) = (2 + Dao) = Bao) 
124) = (1:41+2. 49) 9 = (4+ 2) 10) = 640) 
146) = (15144. 5%) 60) = (5 + 4) 10) = 90} 
176) = (181 +7:-8%)a0) = (8+ 7)ao) = 1540), 


pa je dati niz u dekadnom brojnom sistemu oblika 3, 6, 9, X, 15, pa dekadna vri- 
jednost broja X je 12. Ovaj broj treba pretvoriti u brojni sistem sa bazom 6. 
Slijedi da je X (s) = 206). 


Suma navedenih pet članova datog niza u dekadnom sistemu je 3+6+9+12+15 = 
45, što u binarnom brojnom sistemu iznosi 101101. im 


Primjer 13.8. Bez pretvaranja u drugi brojni sistem, izračunati 11001001(2) + 
11111111602). 


Rješenje: Sabiranje dva broja u binarnom brojnom sistemu je najlakše uraditi 
analogno pismenom sabiranju u dekadnom brojnom sistemu. Sabirci se napišu 
jedan iznad drugog, poravnati sa desne strane, a sabiranje cifara započinje s desne 
strane, te u slučaju da se prilikom sabiranja cifara na odgovarajućim mjestima 
pojavi zbir veći od 1, onda se 1 prenosi u naredno sabiranje. Postupak se ponavlja, 
a. za dati primjer ilustriran je sa 


1111111 
11001001 


-+11111111 
111001000 


pa je rezultat naznačenog sabiranja 1110010002). O 


Primjer 13.9. Bez pretvaranja u drugi brojni sistem, izračunati 95Bla6) — 
72091). 
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Rješenje: Oduzimanje dva broja data u istom brojnom sistemu je najlakše ura- 
diti postupkom analognim pismenom oduzimanju u dekadnom brojnom sistemu. 
Brojevi se napišu jedan iznad drugog, poravnati sa desne strane. Oduzimanje 
cifara započinje s desne strane. Nije moguće oduzeti 9 od 1, pa je potrebno po- 
zajmiti jedinicu i tada treba oduzeti 9 od 1 + 16, i to daje 8. Sada je potrebno 
oduzeti C = 12 od B— 1 = 10 (jer je posuđena jedinica). Ponovo treba posuditi 
jedinicu i sada od 10 + 16 treba oduzeti 12, i to daje 14(Z). Od 5—1 (zbog 
posuđene jedinice), treba oduzeti 2 i to daje 2. Konačno, od 9 treba oduzeti 7, 
što daje 2, pa proizilazi da je rezultat 2258 (16). 


95B1 
— 7209 
22458 


O 


Primjer 13.10. Bez pretvaranja u drugi brojni sistem, izračunati 1011(23111062). 


Rješenje: Množenje dva binarna broja se svodi na sabiranje i postupak je dat u 
nastavku. . 


1011. 1110 
0000 
1011 
1011 
+ 1011 
10011010 


Rješenje je 10011010%2). o 


13.2. Zadaci za. samostalan rad 


Zadatak 13.1. Sljedeće brojeve napisane u dekadnom brojnom sistemu napisati 
u traženom brojnom sistemu: 


(a) 123 u binarnom brojnom sistemu, 

(b) 515 u oktalnom brojnom sistemu, 

(ce) 899 u heksadecimalnom brojnom sistemu, 
(d) 725 u brojnom sistemu sa bazom 6, 

(e) 1046 u brojnom sistemu sa bazom 1}. 


Zadatak 13.2. Sljedeće brojeve napisane u navedenom brojnom sistemu napisati 
u dekadnom brojnom sistemu: 
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(a) 1101011l6), 
(b) 72468), 

(ce) A32(16); 

(d) 81941), 

(e) SC54a5). 


Zadatak 13.3. Sljedeće brojeve napisane u navedenom brojnom sistemu napisati 
u drugom traženom brojnom sistemu: , 


(a) 33025) u brojnom sistemu sa bazom 9, 

(b) 4BTas) u oktalnom brojnom sistemu, 

(c) 32021 4) u brojnom sistemu sa bazom 11, 

(d) 4502) u brojnom sistemu sa bazom 3, 

(e) 56527) u heksadecimalnom brojnom sistemu. 


Zadatak 13.4. Sljedeće brojeve napisane u navedenom brojnom sistemu napisati 
u drugom traženom brojnom sistemu: 


(a) 1001110101,2) u heksadecimalnom brojnom sistemu, 
(b) 2753(a) u binarnom brojnom sistemu, 
(ce) ABCae) u oktalnom brojnom sistemu, 
d) 43378) u brojnom sistemu sa bazom 4, 
(B) 
(e) 32003122 u) u heksadecimalnom brojnom sistemu. 


Zadatak 13.5. Pretvoriti broj 113.432 iz dekadnog u oktalni brojni sistem. Raz- 
lomljeni dio napisati sa tačnošću od četiri značajne cifre. 


Zadatak 13.6. Ako je zadovoljena jednakost 2018(8)+X (s) = 2018(16), izračunati 
X8) . 


Zadatak 13.7. Dat je niz brojeva zapisanih u različitim brojnim sistemima 24(5), 
3446), 427), X{g), 519). Odrediti X(g), a zatim u heksadecimalnom brojnom sis- 
temu napisati sumu svih brojeva navedenog niza. 


Zadatak 13.8. Bez pretvaranja u drugi brojni sistem izračunati 343(g) + 26668). 


Zadatak 13.9. Bez pretvaranja u drugi brojni sistem izračunati 1075(9) — 326(9). 


Zadatak 13.10. Bez pretvaranja u drugi brojni sistem izračunati 1101010) : 
11012). 
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Osnove kombinatorike 


Cilj ovoga poglavlja je uvođenje osnovnih logičko-kombinatornih pojmova, te 
objašnjavanje svrhe i načina njihove primjene kroz cijeli niz različitih primjera. 


Kada se govori o pojmovima iz kombinatorike, oni su uvijek usko povezani s 
pojmom prebrojavanja. Bazna pravila su pravilo multipliciranja i pravilo aditiv- 
nosti. 


Pravilo multipliciranja. Ukoliko se neka operacija može uraditi na n;, načina 
i za svaki od tih načina se druga operacija može uraditi na na načina, tada 
se ove dvije operacije zajedno mogu uraditi na ng : na načina. Vrijedi i 
generalizacija ukoliko je riječ o k operacija (gdje je k prirodan broj veći od 
2). 


Pravilo aditivnosti. Za određivanje broja elemenata nekog skupa koji imaju 
svojstvo A ili svojstvo B koristi se pravilo aditivnosti. Ovo pravilo se može 
izraziti korištenjem skupovne notacije sa c(AUB) = c(A) te(B)—e(ANB), 
pri čemu c(X) označava broj elemenata skupa X. U slučaju tri svojstva 
A,B,C pravilo se iskazuje relacijom 


ce(AUBUCĆ) = c(A)+ec(B)+e(C)—c(ANB}—e(ANC)—c(BNC)-+e(ANBNC). 


Ukoliko se razmatra neki (konačni) skup S koji se sastoji od n različitih eleme- 
nata, često je zanimljivo odrediti na koliko različitih načina se svi ili dio elemenata 
skupa $ mogu poredati, zatim na koliko načina se može odabrati određeni broj 
elemenata tog skupa. Pri navedenim razmatranjima moguće je dozvoliti ili ne po- 
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navljanje elemenata posmatranog skupa. Postavljeni problemi u kombinatorici 
dovode do pojmova permutacija, varijacija i kombinacija sa, ili bez ponavljanja. 


Permutacije. Permutacije su načini na koje se mogu poredati elementi konačnog 
skupa. Broj permutacija skupa od n elemenata je 


P(n) = m). (14.1) 


Varijacije klase k bez ponavljanja. Permutacije samo k (k X n) elemenata 
iz skupa od n elemenata se najčešće nazivaju varijacijama klase k bez po- 
navljanja i njihov broj je 


k—1 
V(n,k) = {T(n—). (14.2) 


i=0 


Kombinacije klase k bez ponavljanja. Ukoliko se razmatra izbor. k eleme- 
nata iz skupa od n elemenata, ali na način da nije bitan redoslijed izbora 
elemenata, onda je riječ o kombinacijama klase k bez ponavljanja i njihov 
broj je 


C(n,k) = K) (14.3) 


Varijacije i kombinacije klase k skupa od n elemenata mogu biti i sa ponavljanjem, 
odnosno isti elemenat posmatranog skupa se može više puta nalaziti u okviru 
jedne varijacije ili kombinacije. 


Varijacije klase k sa ponavljanjem. Broj varijacija od k elemenata iz skupa 
od n elemenata, sa ponavljanjem je 


V(n,k) = n?. (14.4) 


Kombinacije klase k sa ponavljanjem. Broj kombinacija od k elemenata iz 
skupa od n elemenata sa ponavljanjem je 


Cade") 


(14.5) 
14.1. Riješeni primjeri 


Primjer 14.1. Odrediti broj četverocifrenih brojeva koji su djeljivi s 4. 


Rješenje: Prema pravilu za djeljivost s 4, neki broj je djeljiv brojem 4 ako i samo . 


ako je broj koji čine njegove posljednje dvije cifre (cifra desetica i cifra jedinica) 
djeljiv s 4. 


Posljednje dvije cifre nekog četverocifrenog broja koje zadovoljavaju navedeno , 


svojstvo mogu biti odabrane na 25 načina (00, 04, 08, ..., 92, 96). Za svaki od tih 


NL 
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25 načina, izbor prve dvije cifre četverocifrenog broja se vrši proizvoljno (jer ne 
utiču na razmatranu djeljivost). Dakle, prva cifra može biti odabrana na 9 načina 
(ne može biti 0), dok druga cifra može biti odabrana na 10 načina. 


Ukupan broj četverocifrenih brojeva, sa traženom osobinom se onda izračunava 
primjenom pravila multipliciranja i ima ih 25+ 9. 10 = 2250. OI 


Primjer 14.2. Odrediti broj parnih četverocifrenih brojeva kojima je zbir cifara 
jedinica i desetica jednak 4. 


Rješenje: Poznato je da su parni četverocifreni brojevi oni čija je cifra jedinica 
jednaka nekoj od sljedećih vrijednosti 0, 2, 4,6,8. Sve mogućnosti za cifru desetica 
i cifru jedinica uzimajući u obzir i drugu pretpostavku u zadatku (predstavljene 
u vidu uređenih parova) su (4,0), (2,2),{0, 4). Ovdje je iskorištena činjenica da 
je izborom cifre jedinica potpuno određena cifra desetica, te da uslov zbira u 
postavci zadatka ne dozvoljava da 6 i 8 budu cifre jedinica. 


Za, svaku od tri navedene mogućnosti, podjednak je broj vrijednosti koje mogu 
uzimati prve dvije cifre (to jeste prva cifra može uzimati 9 različitih vrijednosti, 
dok druga cifra može uzimati 10 različitih vrijednosti). 


Konačno, primjenom pravila multipliciranja zaključuje se da postoji 3-9-10 = 270 
četverocifrenih brojeva sa traženom osobinom. |m= 


Primjer 14.3. Odrediti broj prirodnih brojeva manjih od 1000, koji su djeljivi sa 
5 ili sa 7. 


Rješenje: Ovaj zadatak se može riješiti primjenom pravila aditivnosti. Skup svih 
prirodnih brojeva manjih od 1000 koji su djeljivi s 5 je $, = {5,10,15,..., 995}, 
dok je skup svih prirodnih brojeva manjih od 1000 koji su djeljivi s 7 dat sa 
$S2 = {7,14,21,...,994}. 


Broj elemenata ova dva skupa se određuje na sljedeći način 


995—5 994 —7 
7 


+1=199, c(S2) = +1=142. 


c(S1) = 


Presjek skupova $1 i $2 je skup svih prirodnih brojeva koji su djeljivi i sa 5 i sa 
7 istovremeno, to jeste skup $1 N $2 = {35,70,...,980}. Broj elemenata toga 
skupa je 

980 — 35 


e(S1N S2) = —g = +1= 28. 


Primjenom pravila aditivnosti se sada dobija rješenje zadatka 
e($1 U $2) = e(S1) + e(S2} — e(S1 N S2) = 199 + 142 — 28 = 313. 
O 


Primjer 14.4. Dat je skup B = {0,1,2,3,4,5}. Odrediti broj četverocifrenih 
brojeva većih od 1000, koji se mogu napisati pomoću elemenata skupa B. 
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Rješenje: Očigledno je da se broj 1000 može napisati pomoću elemenata skupa 
B. Zadatak je najlakše riješiti tako što se prvo odredi ukupan broj četverocifre- 
nih brojeva koji se mogu napisati pomoću elemenata zadatog skupa i zatim od 
ukupnog broja oduzme vrijednost 1 (to jeste da se izbaci broj 1000). 


Prva cifra može biti bilo koji element skupa B izuzev cifre 0, dakle prva cifra može 
biti odabrana na 5 načina. Ostale tri cifre mogu biti bilo koji element skupa B, 
dakle mogu biti odabrane na po 6 načina. 


Ukupni broj četverocifrenih brojeva koji se mogu napisati pomoću elemenata 
skupa B se određuje primjenom pravila multipliciranja i iznosi 5- 6-6-6 = 
1080. Nakon što se broj 1000 izbaci iz razmatranja, dobije se vrijednost 1079, 
što predstavlja traženi rezultat. (im 


Primjer 14.5. Šifra za neki wireless Internet se sastoji od pet znakova i svaki od 
znakova je ili veliko ili malo slovo engleskog alfabeta ili cifra. Neka osoba želi da 
dođe do te šifre i u tu svrhu iskoristi program koji testira 3844 šifre svake sekunde. 
Odrediti za koliko će vremena osoba uspjeti da "probije" navedenu šifru. 


Rješenje: Poznato je da se engleski alfabet sastoji od 26 slova, pa ako se razma- 
traju mogućnosti za svaki znak šifre koje uključuju samo slova, posto, je 52 takve 
mogućnosti. Cifara ima deset, pa je ukupni broj načina na koji se svaki znak šifre 
može odabrati 52 + 10 = 62. 


Prema pravilu multipliciranja, šifra se može formirati na 62. 62. 62. 62. 62 = 
625 = 916132832 načina. 


Vrijeme potrebno za pretraživanje cijelog prostora mogućih šifri je količnik ukup- 
nog broja načina na koji se može formirati šifra i broja šifri koje se mogu pretražiti 
u toku svake sekunde. Vrijedi da je 916132832 : 3844 = 623 = 238328, pa proizi- 
lazi da je potrebno 238328 sekundi. Dobijeni rezultat se može pretvoriti i u veće 
vremenske jedinice (od sekundi) na sljedeći način 


238328 : 60 = 3972 | 8 s 
3972 : 60 = 66 | 12 min 
66:24=2d | 18h. 


Dakle, maksimalno vrijeme neophodno osobi da "probije" navedenu šifru koristeći 
navedeni program je 2 dana, 18 sati, 12 minuta i 8 sekundi. LI 


Primjer 14.6. Za skup S = {a,b,c,d} napisati sve: 
(a) permutacije (bez ponavljanja), 
(b) varijacije klase 3 bez ponavljanja, 
(c) kombinacije klase 3 bez ponavljanja, 
(d) varijacije klase 2 sa ponavljanjem, 


(e) kombinacije klase 2 sa ponavljanjem, 
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a zatim ih prebrojati i dobijeni rezultat uporediti s rezultatom dobijenim formu- 
lama za njihovo izračunavanje. 


Rješenje: (a) Kod permutacija skupa. vrši se poredak svih elemenata posma- 


(b) 


PTT. 
(ei 
— 


(e) 


tranog skupa, redoslijed je važan i nije dozvoljeno ponavljanje elemenata. 
Slijedi da su sve permutacije datog skupa S (ukupno ih je 24) 


abed, abde, acbd, acdb, adbe, adeb, bacd, bade, bcad, beda, bdac, bdca, 
cabd, cadb, cbad, cbda, cdab, cdba, dabe, dacb, dbac, dbca, dcab, deba. 


Broj permutacije (nepraznog) skupa od n elemenata po formuli (14.1) za 
n=Adjed!= 24. 


Kako je pojam varijacija klase k skupa od n elemenata (gdje je k £ _n) 


"analogan pojmu permutacija skupa od k elemenata, to se vrši poredak 


k elemenata, pri čemu je redoslijed važan i nije dozvoljeno ponavljanje 
elemenata. Sve varijacije klase 3 bez ponavljanja zadatog skupa su (ukupno 
ih je 24) 


abc, abd, acb, acd, adb, ade, bac, bad, bca, bed, bda, bde, 
cab, cad, cba, cbd, ceda, cdb, dab, dac, dba, dbe, dca, deb. 


Broj varijacija bez ponavljanja, klase k skupa od n elemenata dat formulom 
(14.2) zan = 4i k = 3 daje vrijednost 4-3-2 = 24. 


Razlika između kombinacija i varijacija bez ponavljanja iste klase istog 
skupa je u tome što kod kombinacija nije bitan redoslijed (na primjer abc 
i acb predstavljaju jednu te istu kombinaciju). Pa. proizilazi da su sve 
kombinacije klase 3 bez ponavljanja zadatog skupa (ukupno ih je 4} 


abe, abd, acd, bed. 


Broj kombinacija bez ponavljanja klase k skupa od n elemenata prema 
EU 

formuli (14.3) za n = 4 ik = 3 daje vrijednost zimu 4. 

Varijacije s ponavljanjem neke klase se formiraju na analogan način kao i 

varijacije bez ponavljanja iste klase nad istim skupom, s razlikom što se 

elementi u okviru jedne varijacije mogu ponavljati. 


Sve varijacije klase 2 s ponavljanjem zadatog skupa su (ukupno ih je 16) 


aa, ab, ac, ad, ba,, bb, be, bd, ca, cb, ce, cd, da, db, de, dd. 


Broj varijacija sa ponavljanjem klase k skupa od n elemenata, prema for- 
muli (14.4) za n = 4 ik =2 daje vrijednost 42 = 16. 


Razlika između kombinacija sa ponavljanjem i kombinacija bez ponavljanja 
iste klase nad istim skupom je analogna kao i kod varijacija. 
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Sve kombinacije klase 2 s ponavljanjem zadatog skupa su (ukupno ih je 10) 
aa, ab, ac, ad, bb, be, bd, cc, cd, dd. 


Broj kombinacija sa ponavljanjem klase k skupa od n elemenata prema 
formuli (14.5) za n = 4i k = 2 daje vrijednost 


4+2—1 5 B! 
( 2 )=C)= 2-9 


Može se zaključiti da su se za sve dijelove zadatka rezultati dobijeni korištenjem 
formula, poklopili s rezultatima dobijenim navođenjem i prebrojavanjem eleme- 


nata. 


O 


Primjer 14.7. Odrediti koliko se različitih četveroslovnih riječi (sa ili bez znače- 
nja) može napisati korištenjem slova (standardne) abecede ukoliko: 


(a) slova se mogu ponavljati, 


(o) 


slova se ne mogu ponavljati, 


(c) riječ počinje slovom A i slova se ne mogu ponavljati, 


(d) riječ ne počinje samoglasnikom i slova se mogu ponavljati, 


(e) 


riječ počinje sa dva samoglasnika i slova se ne smiju ponavljati. 


Rješenje: (a) Riječ je o varijacijama s ponavljanjem klase 4 skupa od 30 ele- 


(b 


Kua 


(c 


Ni 


(d 


Kava 


(e) 


menata, (koliko je slova u abecedi), jer je redoslijed slova u riječi važan i 
ponavljanje je dozvoljeno. Broj takvih riječi je Y (30, 4) = 810000. 


Riječ je o varijacijama bez ponavljanja klase 4 skupa od 30 elemenata, jer 
je redoslijed slova u riječi važan, ponavljanje nije dozvoljeno, a ne koriste 
se sva slova inicijalnog skupa, pa nije riječ o permutacijama. Broj takvih 
riječi je V (30, 4) = 30 + 29 28. 27 = 657720. 


Prvo slovo riječi je fiksirano (slovo A), dok broj načina kako se mogu popu- 
niti ostala slova četveroslovne riječi predstavlja broj varijacija bez ponav- 
ljanja klase 3 skupa od 29 elemenata (jer su moguća sva slova abecede osim 
slova, A) i broj takvih riječi je V(29,3) = 29 + 28 + 27 = 21924. 


Prvo slovo riječi je suglasnik i za prvo slovo postoji 25 različitih moguć- 
nosti. Uzimajući u obzir da se slova mogu ponavljati, broj načina kako se 
mogu popuniti ostala slova četveroslovne riječi predstavlja broj varijacija S 
ponavljanjem klase 3 skupa od 30 elemenata. Ukupan broj ovakvih riječi 
je 25 - 303 = 675000. 


Odabir prva dva i odabir posljednja dva slova predstavljaju varijacije bez 
ponavljanja klase 2. Jedina je razlika što kod odabira prva dva slova se 
razmatra skup od 5 elemenata (samo samoglasnici), dok kod odabira pos- 
ljednja dva slova je riječ od skupu od 28 elemenata (sva slova abeceda osim 
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prva, dva, izabrana samoglasnika). Ukupan broj ovakvih riječi je proizvod 
broja prvih i drugih varijacija V(5,2) - V(28,2) =5- 4-28-27 = 15120. 


O 


Primjer 14.8. Odrediti koliko se različitih porcija sladoleda može napraviti sa 
najviše tri kugle ukoliko je dostupno pet različitih ukusa. 


Rješenje: Pri rješavanju ovoga zadatka, treba sumirati broj porcija slađoleda s 
jednom, s dvije i s (maksimalne) tri kugle. Pri pravljenju neke porcije sladoleda, 
redoslijed kugli nije bitan, ali postoji mogućnost ponavljanja istih kugli u okviru 
jedne porcije. 

Navedeno je karakteristika kombinacija s ponavljanjem. Broj različitih porcija će 
biti suma broja kombinacija s ponavljanjem klasa 1,2 i 3 skupa od 5 elemenata. 


Dakle, broj različitih porcija je C(5, 1) + C(5,2) + C(5,3) = 5+15+35— 55. 0 


Primjer 14.9. {a) Odrediti broj načina na koji 6 osoba može biti poredano u 
redu za autobus. 


(b) Ako specifične 3 osobe od razmatranih 6 žele da budu jedna iza druge (ne 
nužno u fiksnom poretku), odrediti broj mogućih poredaka. 


(c) Ako dvije specifične osobe ne žele da budu jedna iza druge, odrediti broj 
mogućih poredaka. 


Rješenje: {a) Broj mogućih poredaka šest osoba u redu za autobus je ustvari 
broj permutacija nekog skupa od šest elemenata. Naime, nema nikakvih 
postavljenih ograničenja na poredak osoba, pa se uračunavaju sve moguć- 
nosti, što je analogno permutacijama. Traženi broj poredaka je 6! = 720. 


= 


Pozicije na kojima mogu biti specifične tri osobe koje žele biti jedna iza 
druge se mogu zapisati korištenjem uređenih trojki (postoje četiri moguć- 
nosti} (1, 2,3), (2,3, 4),(3, 4,5), (4,5,6). Za svaku uređenu trojku, treba 
razmotriti i sve moguće rasporede osoba u okviru te uređene trojke (jer je 
u tekstu zadatka navedeno da osobe žele da budu jedna iza druge, ali ne 
nužno u fiksnom poretku). Broj ovih rasporeda je ustvari broj permuta- 
cija skupa veličine 3 koji iznosi 3! = 6. Raspoređivanje preostale tri osobe 
također predstavlja broj permutacija skupa od tri elementa (jer nema do- 
datnih ograničenja). Uzimajući u obzir pravilo.multipliciranja, traženi broj 
poredaka je 4. 3!- 3! = 144. 


Dvije specifične osobe koje ne žele da budu jedna iza druge mogu biti na 
sljedećim pozicijama u redu (pozicije su predstavljene u vidu uređenih pa- 
rova) 


(Ce 
poneki 
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Ukupno je 20 mogućnosti za pozicije te dvije osobe. Za, raspoređivanje 
preostale četiri osobe nema nikakvih ograničenja, pa broj njihovih mogućih 
rasporeda je broj permutacija skupa od četiri elementa. Sada se jednostavno 
izračunava da je traženi broj poredaka 20 + 4! = 480. 


O 


Primjer 14.10. Odrediti broj načina na koji se 7 studenata završne godine Elek- 
trotehničkog fakulteta može rasporediti u jednu trokrevetnu i dvije dvokrevetne 
sobe na apsolventskom putovanju. 


Rješenje: Ovaj zadatak je analogan problemu raspoređivanja skupine od n obje- 
kata u r particija koje imaju n1,12,..., ny elemenata, redom. Broj takvih parti- 
cija se određuje primjenom generaliziranog binomnog koeficijenta datog sa 


n u n! 
N1,N2,+...,mr nilna!...n, 
gdje je ni Pa +... +N, = NTN. 


Konkretni podaci u ovome zadatku su n = Y,r = 3,N1 = 3,n2 = N3 = 2, pa je 
ukupan broj rasporeda ! 
7 


zat = 210. 


14.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak 14.1. Odrediti broj trocifrenih brojeva koji su djeljivi sa 3, a nisu djeljivi 
sa 9. 


Zadatak 14.2. Odrediti broj prirodnih brojeva manjih od 1000 koji su djeljivi sa 
2 ili sa 3 ili sa 5. 


Zadatak 14.3. Za skup S = {1,2,3,4,5} napisati sve: 


(a) varijacije klase 3 bez ponavljanja, 
(b} kombinacije klase 3 bez ponavljanja, 
(c) varijacije klase 3 sa ponavljanjem, 
(d) kombinacije klase 3 sa ponavljanjem. 


Zadatak 14.4. Premijer liga Bosne i Hercegovine u fudbalu se sastoji od 12 klu- 
bova. U prvom dijelu sezone, svaki klub igra sa svim preostalim klubovima po dvije 
utakmice (jednu kući i jednu u gostima). U drugom dijelu sezone, liga se (prema 
broju do tada osvojenih bodova) dijeli na dva dijela (popularno nazvani "Liga za 
prvaka" i "Liga za opstanak") sastavljena od po 6 timova. U obje novoformirane 
lige, svaki od šest timova odigra po dvije utakmice s svim preostalim timovima iz 
te lige. Odrediti koliko se ukupno utakmica odigra u jednoj sezoni u Premijer ligi 
BiH u fudbalu. 
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Zadatak 14.5. Odrediti na koliko načina se može formirati početna petorka ne- 
kog košarkaškog tima ukoliko je u konkurenciji za istu 8 igrača i svaki može igrati 
bilo koju od pozicija. 


Zadatak 14.6. Šifra za neki wireless Internet se sastoji od pet znakova i svaki 
od znakova je ili veliko ili malo slovo engleskog alfabeta ili veliko ili malo slovo 
naše abecede ili cifra. Neka osoba želi da dođe do te šifre i u tu svrhu iskoristi 
program koji testira 3844 šifre svake sekunde. Odrediti vrijeme potrebno da ta 
osoba "probije" navedenu šifru. 


Zadatak 14.7. Upravno tijelo udruženja koje broji 24 člana čini pet njegovih 
članova predsjednik, potpredsjednik i tri člana upravnog odbora. Odrediti broj 
načina na koje je moguće odabrati članove ovoga tijela. 


Zadatak 14.8. Odrediti broj različitih trouglova čiji svi vrhovi pripadaju skupu 
od 24 različite tačke u nekoj ravni od kojih nikoje tri nisu kolinearne. 


Zadatak 14.9. Odrediti koliko se nijansi može dobiti miješanjem u jednakom 
omjeru dvije akvarel boje iz palete od 16 boja. + 


Zadatak 14.10. Odrediti broj načina na koji se tri hrasta, četiri bukve i tri 
javora mogu posaditi u aleji ukoliko se ne pravi razlika između drveća iste vrste. 


POGLAVLJE 15 


Aritmetički i geometrijski niz, 


Niz brojeva se može intuitivno shvatiti kao poredak brojeva u kojem se zna koji je 
prethodnik, a koji sljedbenik nekog broja, izuzev eventualno za prvi i posljednji 
broj. Matematički preciznije, niz je funkcija definisana na skupu N sa vrijed- 
nostima u nekom skupu brojeva. Dakle, brojevima 1,2,3,...,n,... je potrebno 
pridružiti vrijednosti a1,82,...8h,..., redom. Te vrijednosti predstavljaju čla- 
nove ili elemente niza. Član a, je n—ti ili opšti član niza. Često se niz zadaje 
svojim opštim članom a,. Posmatra li se prvih konačno mnogo članova niza 
801,42,...,8n govori se o konačnom nizu sa n, članova. 


Posebnu skupinu nizova, čine nizovi kod kojih su razlika ili količnik susjednih 
članova konstantni. 


Aritmetički niz. Aritmetički niz ili aritmetička, progresija predstavlja niz bro- 
jeva sa konstantnom razlikom između susjednih članova. Ta razlika se na- 
ziva diferencija niza i označava se sa d. Dakle, vrijedi d = a, — a,—1 za 
n 2 2. Opšti član aritmetičkog niza može biti izražen preko prvog člana 
tog niza i diferencije 


%a =m+(n—1)d (15.1) 
ili kao aritmetička sredina susjednih članova u nizu 
An-1 + An+1 
Gm = —a3_ 


Zbir prvih n, članova aritmetičkog niza dat je sljedećom relacijom 


Sn = (2 +(n—1)d), nEN. (15.2) 
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Ukoliko je diferencija d pozitivna, aritmetički niz je rastući. U suprotnom 
je opadajući. i 


Geometrijski niz. Niz brojeva kod kojeg je količnik susjednih članova konstan- 
tan predstavlja geometrijski niz. Broj g = a,/an—1 naziva, se količnikom 
geometrijskog niza. Slično, kao i u slučaju aritmetičkog niza, moguće je 
izraziti opšti član geometrijskog niza preko prvog člana i količnika niza 


a, = ug"! (15.3) 
ili u obliku geometrijske sredine susjednih članova 


Gn = dn-14n+1: 


Zbir prvih n članova geometrijskog niza, za g £ 1, dat je sa 


g"—1 
OPEEIIH 


S, =0 - (154) 


Zbir svih članova (beskonačnog) geometrijskog niza je konačan u slučaju 
a 
kada je |g| £ 1 i iznosi $, = = Analogno slučaju aritmetičkog niza, 


geometrijski niz može biti rastući i opadajući. 


15.1. Riješeni primjeri 


Primjer 15.1. Odrediti prvi član aritmetičkog niza ako je zbir trećeg i sedmog 
člana 2, a razlika šestog i četvrtog $. 


Rješenje: U cilju određivanja prvog člana datog niza, pogodno je ostale članove 
iz postavke zadatka izraziti preko njega. Primjenom relacije (15.1) je 


az = 01 +2d, ar = a; +6d, aa = 01 + 5d, 04 = a1 + 3d. 
Uvrštavanjem tako izraženih vrijednosti u sistem jednačina 


a3+a7 = 2 
 46—04 = 3, 


koji se dobija iz uslova zadatka, slijedi da je 


a+ld = 
2d = 3. 
Rješavanjem posljednjeg sistema dobije se vrijednost prvog člana ai = —5 po- 
smatranog niza. Diferencija tog niza je d = 3/2. U 


Primjer 15.2. Zbir prvih n. članova aritmetičkog niza je 165. Ako je prvi član 
—10, a četvrti —1, odrediti n. 
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Rješenje: Kako su poznate vrijednosti prvog i četvrtog člana, niza a; = —10 i 
a4 = —1, moguće je odrediti diferenciju datog niza. Iz (15.1) za n = 4 slijedi da je 
aa = a1+3d, pa koristeći date podatke je d = 3. Vrijednost diferencije omogućava 
korištenje formule (15.2) za proračun sume prvih n članova aritmetičkog niza, te 
je iz poznate vrijednosti sume moguće odrediti nepoznatnu vrijednost n, kako 
slijedi 


Sa = (2 +(n—1)d) = 165 


7 (31 — 23) = 165 


3nN2—23n—330 = 0. 
Dobijena kvadratna jednačina ima rješenja 
—22 
Ni = TE n2=15. 


S obzirom da broj članova niza, predstavlja prirodan broj, to rješenje n; nave- 
dene kvadratne jednačine nije od interesa, pa slijedi da je traženi broj članova 
posmatranog aritmetičkog niza n = n2 = 15. O 


Primjer 15.3. Prvi član aritmetičkog niza je 3. Suma prvih osam članova tog 
niza jednaka je dvostrukoj sumi prvih pet članova tog niza. Odrediti diferenciju 
posmatranog aritmetičkog niza. 


Rješenje: Na osnovu formule (15.2) za određivanje sume prvih n članova aritme- 
tičkog niza uslov zadatka je moguće napisati u obliku jednačine čijim rješavanjem 
se dobija tražena diferencija aritmetičkog niza. Vrijedi 


$g = 255 
8 5 
Bd = 6 
3 
d = -. 
4 
Dakle, tražena diferencija je d = 3/4. ia 


Primjer 15.4. Odrediti zbir prvih 100 članova aritmetičkog niza ukoliko su poz- 
nati članovi as = a ia =B (a, BER,aL BR). 


Rješenje: Izražavanjem pedesetog i šezdesetog člana datog aritmetičkog niza preko 
prvog člana koristeći (15.1) moguće je odrediti diferenciju posmatranog niza. Iz 
as0 = A; + 49d 
60 = 81 + 59d 
oduzimanjem druge jednačine od prve dobije se diferencija izražena preko vrijed- 

nosti parametara cx i £ 
-10d4 = a—g 
_ Boo 
"= 10 ' 


IF 
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što omogućava i određivanje vrijednosti prvog člana posmatranog aritmetičkog 
niza 


B_—a _ 590— 498 
10210 
Sada se primjenom formule (15.2) za n = 100 dobija tražena suma 


81 = a50 — 49d = ee — 49 


590 — 498 


Sivo = 50 (2. 10 


+) = 5(190+8). 


"| 


Primjer 15.5. Diferencija konačnog aritmetičkog niza sa 98 članova je 1, a zbir 
njegovih članova je 137. Odrediti zbir članova tog niza koji imaju parni redni 
broj. 


Rješenje: Prema uslovu zadatka je 01+2a2+...+agg = 137, pri čemu se vrijednost 
diferencije može izraziti kao d = 441 — %4 = 1, i = 1,2,...,97. Slijedi da se 
članovi s neparnim rednim brojem mogu izraziti preko članova sa parnim rednim 
brojem, odnosno 


aa = 4a2- d 
a, EZ MC d 
a97 = 4898-0 d. 


Sabiranjem navedenih jednakosti dobije se da je 
a1 + az +... + 97 = 2 bad... + a9g — 494. (15.5) 


Ukupna suma svih posmatranih članova niza se može izraziti kao suma članova 
na parnim i članova na neparnim pozicijama, pa primjenom (15.5) slijedi da je 


au baba... Hag = (a baz+... + 897) + (a2 bas +. + 098) 
a1 Paz bazh... tag = ao + aa +... Paga — 49d + (a2 + aa +... + 98) 
a1 + a Hazhb... TA = 2(az bad... +... + 298) — 49d. 


Sada je tražena suma 


aa bar b...H...HA9g = = 
odnosno 
az La +...+...Hagg = 93, 
jerjed=1. U 


Primjer 15.6. Odrediti aritmetički niz za koji vrijedi relacija S, = 101 + 5Sn2. 
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Rješenje: Aritmetički niz je potpuno određen svojim prvim članom i diferenci- 
jom, pa je upravo te vrijednosti potrebno odrediti. Korištenjem formule (15.2} 
za proračun sume prvih n članova aritmetičkog niza, kao i uslova zadatka, dobije 
se sljedeća jednačina 


; (2a1 + (n— 1)d) = 101 + 512, 
koja se za n £ 0 reducira na 


2a1 + (n—1)d=10(n +2) 
dn + (2a1 — d) = 101 + 20. 


Varijabla posmatrane jednačine je n, ali kako ona mora biti zadovoljena za sve 
vrijednosti n, proizilazi da koeficijenti uz n s jedne i druge strane jednakosti 
moraju bit jednaki, kao i slobodni članovi tih jednakosti. Dakle, d = 101 2a;—d = 
20, odakle slijedi da je a; = 15. Dakle, traženi aritmetički niz je određen svojim 
prvim članom a; = 15 i diferencijom d = 10. 3 O 


Primjer 15.7. Poznato je da je zbir prvih n članova geometrijskog niza 189. 
Ukoliko je poznato i da je prvi član tog niza 3 a, četvrti 24, odrediti n. 


Rješenje: Iz informacije o vrijednosti prvog i četvrtog člana posmatranog niza, 
na osnovu (15.4), može se odrediti i vrijednost količnika g. Iz a4 = a18" slijedi da 
je ? = 8, pa je g = 2. Zbir prvih n članova datog geometrijskog niza je poznat, 
pa primjenom formule (15.4) uz poznate podatke je 


1—2" 


3 
1—2 


= 189, 
što implicira da je 2" = 64, odnosno n = 6. zu 


ME I = MO ; 
Primjer 15.8. Suma prva tri člana geometrijskog niza je DU a suma prvih šest 


članova je =. Odrediti prvi član tog niza. 


Rješenje: Formula za sumu (15.4) prva tri i prvih šest članova datog geometrij- 
skog niza i dati podaci impliciraju da vrijedi (uz pretpostavku da je g £ 1) 


1—e 37 
6;= = zet 
SEM; = 

1—g 3367 
PESMjoz = 2 


a dijeljenjem prethodnih jednakosti, uz dodatu pretpostavku da je g 4 —1, dobije 
se 
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Uvođenjem smjene £ = g", prethodna relacija prelazi u oblik 


1—?_ 64 
1—2 91 


iz kojeg se dobije kvadratna jednačina 
6412 — 91t + 27 = 0, 


čija su rješenja £; = 1 i ta = 27/64. Prvo rješenje mora biti odbačeno zbog uslova 
g £ 1, te je stoga traženo rješenje { = ga" = 27/64, odakle se dobije vrijednost 
a = 3/4. Preostaje još odrediti prvi član. Na primjer, iz sume S$3 slijedi da je 


3 

= 1— 3 
=" 
Pe 1 , 


3 
mm 


što implicira da je a1 = 2. |(m 


Primjer 15.9. Zbir prva tri člana rastućeg geometrijskog niza (a, a2 i az) je 
19. Također, a;, aa + 4 i a3+7 su prva tri člana aritmetičkog niza. Odrediti zbir 
2a3 + 4as + 8a8. 


Rješenje: Prema uslovu zadatka je a; + a2 + a3 = 19, a kako je riječ o geometrij- 
skom nizu to je a2 = 4 i 43 = 819", odakle slijedi da je 


81 Y+ MG + a1g2 = 19. (15.6) 


Također, poznato je da elementi a1, a2 + 4 i az + 7 čine aritmetički niz, te je 
njihov međusobni odnos dat sa 


ali = ut+d 
a3+7 = a +2d, 
odakle je 
aa = Mw+d_ 4 
a3} = 0%4+2d-—7. (15.7) 


Uvrštavanjem prethodno izraženih vrijednosti a2 i a3 u sumu geometrijskog niza, 
dobije se 


a; ba +d_4+a, +2d—-7 = 19 

a+d = 10. 

Sada iz (15.7) slijedi da je aa = a +d_-4=6i a; = aa H+ d+d-7=d+3. 

Dalje, iz veze prva dva, člana geometrijskog niza je a1 = a2/g (g £ 0) pa iz (15.6) 
slijedi da je 


-(1+a+2)=19. 
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Uz dobijeni rezultat a2 = 6 posljednja jednačina se reducira na kvadratnu jed- 
načinu 697 — 139 + 6 = 0, čija su rješenja 1 = 2/3 i ga = 3/2. Prema tekstu 
zadatka, geometrijski niz je rastući, pa kako je a2 pozitivan i potencijalne vrijed- 
nosti količnika su pozitivne, da bi uslov bio zadovoljen količnik mora biti veći od 
1. Dakle, g = 3/2. Prvi član datog geometrijskog niza moguće je odrediti iz rela- 
cije (15.6), odakle je a; = 4. Njegova vrijednost implicira, vrijednosti preostalih 
traženih elemenata, te postaje moguće odrediti sumu iz teksta zadatka. Slijedi 
da je az = 9, as = 8L/4 i ago = 243/8, pa je 


2a3 + 4as + Bag = 342. 
(= 


Primjer 15.10. Data su četiri broja od kojih prva tri čine geometrijski niz, a 
posljednja tri aritmetički. Ukoliko je poznato da je zbir krajnja dva 14, a srednja 
dva 12, odrediti date brojeve. ! 


Rješenje: Iz uslova zadatka slijedi š 
a1 + az = 14 
a2 + a3 = 12, 


što implicira a4 = 14 — a1 i az = 12 — a2. Na osnovu svojstava geometrijskog i 
aritmetičkog niza može se pisati sljedeće 


a E 0143 


2a3 = 82 + 804, 


te kombinacijom datih svojstava sa uslovom zadatka, dobije se sistem jednačina 


a = m(12- a) 
2(12— 22) a42 +14— 41, 


koji se može svesti na kvadratnu jednačinu po a2, datu sa 2a3 — 23a2 + 60 = 0, 
čija su rješenja a2 = 15/2 i a; = 4. Za data dva slučaja moguće je pojedinačno 
odrediti odgovarajući set rješenja, pa je prvo rješenje dato sa (a1,02,03,04) = 
(25/2, 15/2,9/2,3/2), a drugo je (a1, 42, 43, 04) = (2, 4, 8, 12). O 


15.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak 15.1. Odrediti zbir drugog i četvrtog člana aritmetičkog niza, ukoliko 
je zbir trećeg i petog člana 22, a šesti član je 17. 
Zadatak 15.2. Prvi član aritmetičkog niza je 4, a osmi 25. Odrediti sumu 
drugog i šestog člana tog niza. 

2017 2016 


z 3. PE ;h 2018 či ; zi . 
adatak 15.3. Odrediti zbir prvih 2018 članova aritmetičkog niza 2018? 2018? 


2015 
2018?" 
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Zadatak 15.4. Odrediti zbir prvih deset članova aritmetičkog niza ukoliko je zbir 
prva tri člana tog niza 42, a zbir prvih šest 48. 


Zadatak 15.5. Zbir prvih pet članova aritmetičkog niza, koji imaju parni indeks, 
jednak je 15. Poznato je i da je zbir prva iri člana -3. Odrediti diferenciju niza 
i sumu prvih 100 članova. 


Zadatak 15.6. Ukoliko je zbir n članova geometrijskog niza 3069, zbir prvog i 
petog člana 51, a zbir drugog i šestog 102, odrediti n. 


Zadatak 15.7. Ukoliko je količnik geometrijskog niza 2, a zbir prvih sedam čla- 
nova 635, odrediti šesti član. 


Zadatak 15.8. Odrediti koliko brojeva treba dodati između 1 i 625 da bi bio 
formiran geometrijski niz, takav da je suma posmatranih članova 781. 


Zadatak 15.9. Zbir tri broja koji čine geometrijski niz je 32. Ukoliko najveći 
bude umanjen za 8, dobije se novi niz koji je aritmetički. Odrediti količnik ge- 
ometrijskog niza koji zadovoljava dati uslov. 


Zadatak 15.10. Rastući aritmetički niz sastoji se od ukupno 11 članova. U tom 
nizu, prvi, peti i jedanaesti član čine prva tri člana geometrijskog niza. Prvi od 
njih je 24. Odrediti zbir posmatranih 11 članova aritmetičkog niza. 


Yr 


POGLAVLJE 16 


Kompleksni brojevi 


Skup kompleksnih brojeva €C je skup uređenih parova realnih brojeva u kojem 
su operacije sabiranja i množenja definisane formulama 


(Ve, 22,9 y2 ER) (1,9) + (2, 2) = (x1 + 22,1 + 92), (16.1) 
(Va, 22, yn Ja ER) (21,1): (22,2) = (tiv2 — VJ, 12 + 2241). = (16.2) 


Elementi skupa C se zovu kompleksni brojevi i najčešće se označavaju sa 2, W, 
21, 22, ---- 


Dakle, kompleksni brojevi se definišu kao uređeni parovi z = (x, y) realnih brojeva 
koji se sabiraju i množe po definicijama (16.1) i (16.2). 


Svaki kompleksan broj z = (x,y) se može predstaviti na jedinstven način u obliku 
z=st%+iy, koji se naziva algebarski oblik (ili standardni oblik) kompleksnog 
broja z. Dakle, 


(2,y) =2+iy, 
gdje su = i y realni brojevi, E. i snaginarno jedinica. Pokaže se da vrijedi 
i? = —1, a zatim slijedi da je i? = —ii{i+= 1. 


Kod kompleksnog broja z = £ + iy broj zx se zove realni dio, a y imaginarni 
dio kompleksnog broja i piše se zx = Re(z) iy = Im(z). 

Broj za koji je Im(z) = 0 je realan, dok broj za koji je Re(z) = O kaže se da je 
čisto imaginaran broj. Specijalno je z =0+0-i= 0. 
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Sa kompleksnim brojevima napisanim u algebarskom obliku se mogu vršiti ope- 
racije sabiranja i množenja po pravilima sabiranja i množenja monoma, i binoma 
u skupu R, pri čemu se koristi da je i? = —1, tako da pravila sabiranja i množenja 
po formulama (16.1) i (16.2) nije potrebno posebno pamtiti. Tako je 


21 + 22 = (Ti + 21) + (Ta + ig?) = (T1 + 22) + i(Yi + 72) 


2122 = (mm Yin); (ca big) = 112 HiTIVJA + WYIT2 + Paja 
= (mr — re) + i(rija + v2vi). 


Vrijednost količnika 21/22 (za £ 0) se može naći "oslobađanjem" imaginarnog 


broja u nazivniku postupkom koji je sličan postupku racionalisanja nazivnika, to , 


jeste 
a _ ni _ THiyi Pa ija _ TiT2 TV VIV2 + i(vavi — 1192) 
Za za biya  Tabija T2 — Wa %2 + 
T1X2 + YiY2 |, TV} d142 
22 + s) +Yy2 


Kompleksne brojeve izjednačavamo po definiciji za izjednačavanje uređenih pa- 
rova, pa proizilazi da su kompleksni brojevi zi = X1 + %W1 122 = 2 + iga jednaki 
ako je 1; = Ta 1 Y1 = Y2. 


Neka je z = x + iy kompleksan broj. Tada za broj Z = = — iy kažemo da je 
konjugovan kompleksan broj broju 2. 


Apsolutna vrijednost ili modul kompleksnog broja z = 1 + ty je realan nene- 
gativan broj ,/22 + y? i označava se sa |z|, dakle 


|z| = Vr?+y?. (16.3) 
Očigledno je za svaki kompleksan broj z 
2120, |zl=|z|, z:ž=kP, 
a jednostavno se može zaključiti da vrijede i sljedeće osobine 


a|_ al 


|z1 ' 22| = |z|: |za|, = PB." 


22 


Kompleksnom broju z = 2+ty pridružuje se u Dekartovom koordinatnom sistemu 
xOy tačka M(x,y), slika 16.1. Dužina |OM | je jednaka |z|, to jeste 


|z| = |OM| = Va? +y? =... 


Neka je y ugao koji čini duž OM sa pozitivnim dijelom 1—ose, što je prikazano 
na, slici 16.1. Kosinus i sinus ugla ; mogu se izraziti formulama 


cosp= 2, snp="2, (r£0) 


hi La 
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Slika 16.1: Prikaz kompleksnog broja z 


odakle se dobija 


z=r(cosp+isinp), r= /2?+y?, tgp = = (r£0), (16.4) 
što predstavlja trigonometrijski oblik kompleksnog broja 2. 
Relacija e'? = cosp +i sing predstavlja Eulerovu formulu, i tada se prva relacija 
u (16.4) može pisati u obliku I 
zeveY. I (16.5) 
Izraz na, desnoj strani u (16.5) se naziva eksponencijalni oblik kompleksnog 
broja z. 


Vrijednost ugla p se naziva argument kompleksnog broja z u oznaci Arg 2. Ar- 
gument g broja z koji zadovoljova uslov —r £ $ £ mr zove se glavna vrijednost 
argumenta broja z i označava, se sa arg 2. 


Za, glavnu vrijednost argumenta arg z se može uzeti, umjesto uslova mn £ 9 £ T, 
uslov O £X p £ 2v ili neki drugi poluzatvoreni interval dužine 27. 


Glavna vrijednost argumenta broja z = 1 + iy zadata je (u slučaju kada se uzima 
—T £K argz £ T) sa 


y 
arctg = za 0, 


m+arctg, ILOAJyaO0, 


arg z = -r+arctg 2, ITLOAJyCLO, (16.6) 
a z=OAy20, 
T 
2. T=O0 Ay, 
T, ZLOAZJy=(. 


Proizvod i količnik kompleksnih brojeva u trigonometrijskom obliku se jednos- 
tavno određuju pomoću formula 
z1i'Z2 = |Z1|' |za| (cos(arg z1 + arg z2) +- i sin(arg 21 + arg z2)), =(16.7) 
Ž1 |zal 


mm (cos(arg zi — arg z2) + i sin(arg zi — arg z2)), (16.8) 
22 |za| 


we 
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pri čemu u slučaju količnika mora biti z2 £ 0. 


Relacija za stepenovanje kompleksnog broja z predstavljenog u trigonometrijskom 
obliku je 
= (r(cos + ising))" = r" (cos(ny) + isin(ng)), (16.9) 


za svaki n € Z. 


Relacija za korjenovanje kompleksnog broja z predstavljenog u trigonometrijskom 
obliku je 


2k 
= Ur(cosgp +isinp) = Vr (cs 22 pis 2 HT) ; | (16.10) 
pri čemu je k = 0,1,2,...,n—1. i 
16.1. Riješeni primjeri 
Primjer 16.1. Odrediti algebarski oblik x + iy (x,y € R) kompleksnih brojeva 


(a) zi = (3 -i)(2 + 3) (1—1)?, 
(b) za = 7+3i— (58 +3)(1— 21) + (3+ 24), 


3+21 

(c) 23 = 1+i' 
= 2—1 

d 

(d) za = — "55. 
3+1 

(e) 25 = e_n Kek 


Rješenje: (a) Primjenom operacija sabiranja, oduzimanja i množenja u Mirjau 
kompleksnih brojeva, formule za kvadrat razlike i korištenjem relacije i? 
—1 dobija se 

(3 + 2)(2 + 35) — (1—1)? = 6+21+9+3%—(1—21+?") 

6+111—-3—(1—2i—1) =3+114+2%=3+13, " 


21 


pa je algebarski oblik kompleksnog broja 21 = 3+ 113. 


(b) Primjenom osnovnih aritmetičkih operacija u skupu kompleksnih brojeva i 
formule za. kub zbira je 

7+31— (5+%)(1—2i) + (3 + 24) 

7+3i—(5—101+1i— 22) + (27—+ 54i + 3622 + 82). 


22 


Kako vrijedi da je ? = —1 i 2? = —i dobija se 
22 =17+31— (7—9i) + (—9+ 461) =7+31—7+9—9+ 461 = —-9+ 581. 
Dakle, algebarski oblik broja z2 dat je sa z2 = -9 + 158. 
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(c) Algebarski oblik kompleksnog broja datog u obliku količnika kompleksnih 
brojeva može biti određen množenjem i dijeljenjem datog broja pogodno 
odabranim kompleksnim brojem (postupak je analogan postupku raciona- 
lisanja). Množenjem i dijeljenjem komplesknog broja z3 sa 1 — i dobija 
se 


 (3PX Tel 3=0 PR BH 
ST 14 1-i || 12200 


aje 
2? 


NI 
NI nie 


pa je algebarski oblik z3 kompleksnog broja 23 = Š —-1i 


(d) Svođenjem na zajednički nazivnik (2 — i)}(2 + {t) je 


= 2+ti 2—-i_ (2+12+(2—i)? _ 4+4—-1+4—4i-1_ 6 

4 23-i'"2+" | (2—)2+) || 4+1 S 
Susduje s s 6; 

Algebarski oblik kompleksnog broja za je za = 7 + 10. 4 


5 


(e) Primjenom formule za kvadrat razlike i adekvatnim množenjem i dijeljenjem 
se dobija " 


34+i 34 _ 3+i 3+4 
(2—i)2 4—di-1  3—4i 3+4i 
9+121+3—4_ 5+15 1 ,3 


245 = 


STIG pG 


1 
Dakle, 25 = 5 + iž zapis broja 25 u algebarskom obliku. 


Primjer 16.2. Izračunati vrijednost izraza 


1+i 1—-t% 
I = 
1—-—i 1+% 


+ 12443 41448 749 — 7100 — 57202, 


Rješenje: Svođenjem na zajednički nazivnik prva dva sabirka izraza 1 i korište- 


njem relacija i? = —1, ? = i i i? = 1 dobija se 
(1+)2+(1—i)? 46; ,4-8+1 _ ;4-12+1 — ;4-25 — =,4-50+2 
I = a+ 9-i4l+i +i — i4% _ 5; 
I—i)(1+i) 


(1+22—1)+(1—2i—1) 


2 
-+(4)8 — i + 1 + (2838-4 + (24) + 4 — (44)25 — 5(44)59. 2 
Nei 
= = 1 11—-i+1+i+i—1—5-(-1)=i+6—=6+i1. 
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Primjer 16.3. Dokazati da je broj 


_ (1+2)5— (1—1)9 


čisto imaginaran broj. 


Rješenje: Ako se uvedu oznake z; = (1+1)$ i zg = (1—1)$, tada se broj z može 
napisati kao 


g RI (16.11) 
Z122 
Kako je (1+ i)? = 2%, (1— i)? = —2i i a$ = (a2)8, to se brojevi zi i za mogu 


napisati u obliku 
3 
21 = ( + i)?) = (21)3 = 8i5 = —Bi 


22 = (a = 9) = (-2i)) = 8 = Bi. 


Zamjenjujući z1 = —8i i za = 8% u (16.11) dobija se 


Me —-8%— 8i _-16__1_; =1 =0+}i _1 
—(—8t)-(8) 64 4 4 \. a 
pa je broj z čisto imaginaran broj. U 


Primjer 16.4. Odrediti sva rješenja sljedećih jednačina u skupu kompleksnih 
brojeva C 


(a) 22 + 22 = —2, 
(b) z+22=6—1, 
(c) 4(2—|2") +2=1. 
Rješenje: (a) Zadana jednačina se može napisati u obliku 
22+22+2= 0, 


što predstavlja kvadratnu jednačinu čija su rješenja 


-2+VA—8_-2+V-4 


212 2 2 


Kako vrijedi da je V_-4= 1: /4 = 2%, to su rješenja zadane jednačine 


odnosno 2) = -1—iiz2 =—1l-+1. 
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{b) Zadatak se može riješiti primjenom algebarskog kompleksnog broja z i defi- 
nicije jednakosti kompleksnih brojeva. Iz z = x + {ty slijedi da je Z = m—iy, 
gdje su z i y realni brojevi. Uvrštavajući u datu jednačinu dobije se 


(zx +iy)}+2(r—iy) = 6—1% 
t+iy+2r—2iy = 6—-1 
3x—-iy = 6—1. 


Iz posljednje jednakosti je 3z = 6 i -y = —1. Konačno je 1 =2 i y = 1, pa 
je rješenje zadane jednačine kompleksan broj z = 2 +i. 


(c) Zamjenjujući kompleksan broj z sa z = x + ty i koristeći da je Z = zv —iyi 
\z| = A +y? , gdje su z i y realni brojevi, data jednačina se može napisati 
u obliku 
2 
4 (s+ig- (V2+g) ) +r-iy = 1 
As + Ayi—4(1? +y)+xz—iy = 1 % 
(52 — 422 —4y?) + 3yi = 1+0i. 


Iz posljednje jednakosti se dobija sistem jednačina 52 — 47? — 49? = 1 i 
3y = 0, odakle je y = 0 i 422 — 52 -+ 1 = 0. Posljednja jednačina ima 
rješenja 11 = 1I/4 i x2 = 1, pa zadana jednačina ima dva realna rješenja 
21 =1/4+0 i 22 =1+0. 


| 


Primjer 16.5. /{a) Zadan je kompleksan broj z, = 2—3i. Odrediti kompleksan 
broj z=21+iy (x,y € R), koji zadovoljava uslove 


Re(z.2)=18 {i Im (Ž) = 
(b) Odrediti kompleksan broj z = zx +iy (x,y € R) koji zadovoljava konjunkciju 
2+2 . Zz a 
+|=1 ' (725) 


Rješenje: (a) Vrijedi da je 


z- zi =(2+tiy)(2— 3i) = 27 — ri + 271 + Zy = (22 + 3y) + (27 — 32)i, 
pa iz uslova Re(z- 21) = 18 slijedi da je 2z + 3y = 18. 
Dalje je 
Z  x-iy 2+3  2r+3ri—2yiH3y _ 2r+3y | 31 —2y 


an 2-3 243 4+9 3 8 


Z 1 —2 1 
odakle iz uslova Im (E) = 13 slijedi da je DEke =—. 
1 


13 13 
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Dakle, realni i imaginarni dio traženog kompleksnog broja z određuju se iz 
sistema jednačina 27 + 3y = 18, 3x — 2y = 1. Rješenje tog sistema je z = 3 
iy = 4, pa je traženi kompleksan broj z=3+ 14. 


(b) Uslov = a = 1 se transformiše u |z + 2| = |Z— 1|, odakle je 
|r + iy+2|= |r—iy—1|, 
odnosno 


V(r+2)2 +y2? = /(r—1)2+ 72. (16.12) 


Kvadriranjem (16.12) dobija se 


(1+2)? = (1 —1)?, 


odakle je 
61 = —3, 
paje s = —1/2. 
Z 1 
Zamjenjujući z = z + iy u uslov Re (: a s) 13% 
z+iy 2—3%)_ 1 
(NES = = 13. 
odnosno 
21 — 3xi + 2Uy+3y)\_ 1 
Re( 13 ) —18' 
odakle je 
22 +3y 1 
13 13" 
pa slijedi da je 
22 +3y=1. (16.13} 


Zamjenjujući z = —1/2 u (16.13) slijedi da je y = 2/3. 
2 


1 
Traženi kompleksan broj je z = -2 + iz' 


Primjer 16.6. Ako je 
;2016k — ;2016k+3 _, ;2016k+6 {| ;2016k+2017 


= IZREEET 


gdje je k € Z, odrediti zbir realnog i imaginarnog dijela broja 2. 
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2016k — (;4)504k 


Rješenje: Iz činjenice da je i? = 1, slijedi da je i = 1 za bilo koje 


kEZ. Slijedi da je 
she 20 RE IPE RM joj 
H1+i+1| el I 
pa je Re(z) = 2i Im (z) = 2. Dakle, Re(z) + Im (z) = 4. RP 


Primjer 16.7. Opisati šta predstavlja skup kompleksnih brojeva z, ako je zado- 
voljen uslov 


(a) |2| = 1, 
(6) 11 —2+1|£ 2, 


Rješenje: (a) Zamjenjujući kompleksan broj z sa z = z+iy (r,y ČR) iz |z| = 1 
se dobija |r + iy| = 1, odakle je ,/22? + y? = 1, odnosno 22 +y? = 1. 
Jednačina x? + y? = 1 predstavlja geometrijsko mjesto tačaka ravni uda- 
ljenih za jedan od koordinatnog početka, odnosno kružnicu sa centrom u 
tački (0,0) i poluprečnikom jednakim 1. 


(b 


—_— 


Uvrštavajući z = 2 + iy u | —2+1| £ 2 dobija se |z +iy—2+i| £ 2, 
odakle je /{r — 2)2 + (y + 1)? £ 2. Kvadriranjem posljednje nejednačine 
se dobija (= — 2)? + (y + 1)? £ 4, što predstavlja sve kompleksne brojeve 
z=1+%+ipy koji su u unutrašnjosti ili na rubu kruga koji omeđuje kružnica 
čija je jednačina (= — 2)? + (y + 1)? = 4, to jeste kružnica sa centrom u 
tački (2,—1) i poluprečnikom jednakim 2. 


a 
(z 
Kea) 


Uvrštavajući u uslov Re (: - ;) = 1 algebarski oblik kompleksnog broja 


z = 2+iy (x,y € R) i koristeći operaciju racionalisanja u skupu kompleksnih 
brojeva uslov poprima oblik 


z+iy 1—2\ 
Bo( Sa —)=1 


odakle je 
= (om 72) =) 
odnosno 
Z+by Zkeji 
2 i 


Iz posljednje jednakosti je z + y = 2, to jeste + y — 2 = 0, što predstavlja 
jednačinu prave. Svi kompleksni brojevi z koji zadovoljavaju zadani uslov 
su na. pravoj čija je jednačina 1 + y— 2 = 0. 


O 
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Primjer 16.8. Napisati u trigonometrijskom i eksponencijalnom obliku komple- 
skne brojeve 


(a) 21=2, 
(b) 22 = 31, 
(e) a =1+1, 


(d) za =—-1+iv/8, 
(e) zx = 2018 + 2019, 


(f) za =2 (cos -isin_). 


9 


Rješenje: (a) Kako je zi = 2+ 0%, prema formulama (16.4) se izračunava da je 


(b 


{c 


(d 


—- 


— 


— 


|z1! = 2 i arg zi = 0, pa je trigonometrijski oblik kompleksnog broja z1 dat 
formulom 
zi =2' (cos0 + isin 0). 


Eksponencijalni oblik kompleksnog broja 21 je 


Zi = 20, 


Kompleksan broj za se može napisati kao z2 = 0 + 34, pa prema, formulama 
(16.4) izračunava se da je |za| = 3 i argz2 = m%/2. Trigonometrijski i 
eksponencijalni oblik kompleksnog broja za su redom 


MO SOM 
za = 3(cos— +isin 2), 


if. 
22 =3€"2. 


Za kompleksan broj z3 = 1 + i vrijedi da je |z3| = V2 i arg 23 = arctg1 = 
x/4. Trigonometrijski i eksponencijalni oblik kompleksnog broja z3 su re- 


dom = = 
23 = V2 (cos +isin2) ; 


23 = V2e'%. 


Za kompleksan broj z4 vrijedi da je |za| = 2. Kako je realni dio kompleksnog 
broja za negativan, a imaginarni pozitivan, vrijedi da je 


arg za = arctg = +T, 


to jeste 
2T 


arg za = — arcta VB Hr = ZHT= 
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pa. je trigonometrijski oblik kompleksnog broja z4 dat sa 


Za = 2 oo jen = 
s 3 3/' 


Eksponencijalni oblik kompleksnog broja z4 je 


(e) Modul i argument kompleksnog broja, zs su |zs| = 20182 + 20192 i arg z; = 
2 
arctg = odakle je trigonometrijski oblik kompleksnog broja z5 dat rela- 


cijom 
201 2019 
25 = V 20182 + 20192 (cos (aretg 2018) +isin (arote =)) M 
a eksponencijalni oblik s 
25 = 20182 +- 20192 e'2"ete 2018, 

(f) Važno je primijetiti da oblik u kojem je zadat kompleksan broj ze nije trigo- 
nometrijski oblik. Koristeći osobine parnosti/neparnosti trigonometrijskih 
funkcija, odnosno koristeći relacije sin(—a) = — sine i cos(—a) = cosa, 
vrijedi 

Ki PA T 
6 =2 (cos (-2) +isin (-7)) ; (16.14) 


što predstavlja trigonometrijski oblik kompleksnog broja 28. 


Iz relacije (16.14) se dobija da je |ze| = 2 i arg zg = —1/9, pa je eksponen- 
cijalni oblik kompleksnog broja zg dat relacijom 


Za = 2 e +. 
O 
Primjer 16.9. (a) Izračunati proizvod i količnik kompleksnih brojeva zi i Za 
zadatih sa 
2 
2153 (sin 7 +i: cos) , 22=2 (cos +isnZ) m 


(b) Koristeći trigonometrijski oblik kompleksnog broja predstaviti kompleksan 
broj 


u algebarskom obliku. 
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Rješenje: (a) Zadati kompleksan broj z1 nije predstavljen u trigonometrijskom 
obliku. Koristeći formule sin x = cos(x/2—c) i cosa = sin(x/2— a) dobija 
se trigonometrijski oblik kompleksnog broja z1 


Z1 = s(sm2E + ic0022) =3(os (7-2) visim (7-2) 
= 3(cos(-2) +isn(-)). 


Broj za je predstavljen u trigonometrijskom obliku. Prema, formuli (16.7) 
za množenje kompleksnih brojeva slijedi da je proizvod 21 ' za dat sa 


Z,22 = 3-2 (cos (5 sl Ž) +isin (3 + Ž)) = 6(cos0 + isin0) = 6. 


Količnik kompleksnih brojeva z1 i za se dobija prema formuli (16.8) 
Zi 3 T_ T "= T T 
a = 7 (cos (-z S) pisin (-3- a) 


= Sala je 0))=S (2-2) SEE 


3 
(b)} Ako je z = - _ = tada se broj w može napisati u obliku w = 26. 
1 3 _ 2 
Vrijedi da je |z| = NE +-=liargz = arctg v3/ —r = arctg VŽ—T = 
4 4 —1/2 
Sl a= za) na osnovu čega je trigonometrijski oblik kompleksnog broja 
z dat sa 


z=1|cos a +1isin 2 
= 3 H ; 
Primjenom formule (16.9) za stepenovanje kompleksnih brojeva je 
9 6 
2$=19 (cos (-=) +isin (-E)) 
1 (cos (-= 6) +1isin (-7 . s)) 


cos(—4r) + isin(—4x) =1+2-:0=1. 


E 
U 


U 


Primjer 16.10. Odrediti sve vrijednosti kompleksnih brojeva takvih da je 


(a) w= Vi, 
(b) u= V2+2I. 
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Rješenje: (a) Vrijedi da je |i| = 1 i argi = m/2, pa se broj i može napisati u 
trigonometrijskom obliku kao i = 1. (cosm/2 + isin7/2), i broj w se može 


napisati kao 
mm ,/1 (cos + isin £) = 1. ,/cosg + isinŽ. 


Prema formuli (16.10) za korjenovanje kompleksnih brojeva sve vrijednosti 
kompleksnog broja w date su sa 


Tok Lo lokr 
w.=1 c0s 4 —— + isin ; k=0,1. (16.15) 
Iz relacije (16.15) za k= 0 je 
JO ZRC 
= 2Zedmaz|E= Tisu") = 2 2 
wp =1 oi) =1(cost+isni) = 2 +i) 
3 
azak=lje 
KaTEgIa +2m 
u) = 1 cos £ 2 +1sin 2 


——=—-1—. 


2 2 


( 5x nE) NVZENJEVE! 
1) cos +isin = 


4 
(b 


— 


Za, kompleksan broj 2 + 24 vrijedi da je 12 + 2i| = V8 i arg(2 + 2i) = 7/4, 
paje2+2i= V8. (cosr/4+ isinm/4), i broj v se može napisati kao 


— sl LE 1)= a Mo TI 
VvV= VS (cost + isin V2 COST 1007. 


Primjenom formule (16.10) je 


£ Lakr £ Look 


vk = V2 cos 1 —— + isin ; £k=0,1,2, 


odakle se dobijaju sve vrijednosti broja v 


T Ku 
= 4 1 isnt)|= = 
ww = V2 | cos 3 +isin 3). V2 (cos 12 +1sin £) 


12 12 


Tojdjr Zar 
(i 3 +isinAd 3 )- (o +isn ie). 


+2 42 = = 
u = V2 cos 4— +isin 4 3 = Vi(costZ +isin E) 


V2 


12 12 
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Koristeći da je 


T V3 
sade reg_ jr Za 
12 2 2 2 
T Vv3 
gine = de 177 _V2=v3 
12 2 2 2 


algebarski oblik broja vo je 


na (LAVE) sl Va" 


u 


Kako je 
da = sa etan Te 20 
C0ST7 A 4 2 
sn mm sin sn Ta 2 
12 — A 4" 2 


algebarski oblik broja v1 je 


"= (-Ž+2) =-1+i. 


S obzirom da vrijedi da je 


1rr = a 3T T ——sn = _V22 43 
05 gg lg po) 012 2 
si Jix = sin sa ze = — = V2r3 
mm = 2 DBJ_ "27 2 


to je algebarski oblik kompleksnog broja v2 


Me V2—V3_,V2+V3}\_ |2—v3 .)2+V3 
sbo SEK SIRE GE UG FREE EJ 


16.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak. 16.1. Odrediti realni i imaginarni dio kompleksnih brojeva: 


3+1 


Ce) == FA =Ži)' 


BL 
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2 
3 141 
(9 == (7457 4i ) : 


Zadatak 16.2. 


(a) Odrediti zbir realnog i imaginarnog dijela kompleksnog broja 


= (1 + i)2018 = (a = i)2017 
ŽT (1 +1)2016 (I PEUKA 


(b) Odrediti proizvod reolnog i imaginarnog dijela kompleksnog broja 
(1 s 42018) 20L7 
UT a + 22020)2019" 


Zadatak 16.3. 
(a) Ako je kompleksan broj z rješenje jednačine 
32—-22=5+ 31, 
odrediti |z|. 
(b) Za koje k € R jednačina 
2+|(2(+2z+k—2i=0 
ima tačno jedno rješenje po z u skupu kompleksnih broja. 
Zadatak 16.4. Odrediti kompleksan broj z koji zadovoljava konjukciju 


z—2i 


=1 A (zmij=|(z—1|. 


Zadatak 16.5. Kompleksan broj z je zadan izrazom 


sme (5) -5X 


1—1+ 6i ' 


gdje je k E€ R. Odrediti k tako da je modul kompleksnog broja z najmanji. 


Zadatak 16.6. Odrediti realni i imaginarni dio kompleksnog broja 


1— cosa — isine 


= A | 
1 + cosa +isina (xER, af (2k+1)r, ke Z) 


Zadatak 16.7. (a) Odrediti argument kompleksnog broja 


w=i(cose +isi E) 
= 3 isin 7 ; 
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(b) Odrediti modul kompleksnog broja 
2 
v=200s— +i2sn 
Zadatak 16.8. 
(a) Odrediti algebarski oblik kompleksnog broja z zadanog izrazom 
9 9 
z= (1—iv8) + (1+1v8) ' 


(b) Odrediti algebarski oblik kompleksnog broja z ako je arg(l— z) = T/4 i 
11—2|=4. 


Zadatak 16.9. Odrediti geometrjsko mjesto tačaka u kompleksnoj ravni: 


(a) Iz-A|2 V3 
(6) Re 2) =0, 


Zadatak 16.10. Izračunati površinu trougla čiji su vrhovi rješenja jednačine 


u skupu kompleksnih brojeva C. 


POGLAVLJE 17 


Razni zadaci i 


U ovom poglavlju prezentovani su neki primjeri koji se ne mogu kategorizovati 
niti u jednu od detaljno obrađenih oblasti ili predstavljaju primjere u kojima se 
prilikom rješavanja na vrlo lijep način kombiniraju znanja različitih oblasti. 


17.1. Riješeni primjeri 
Primjer 17.1. Pokazati da je broj b= /2— V5+ /2 + V5 racionalan. 


Rješenje: Jednostavno se može uočiti, imajući na umu osobine stepena i korijena, 
da je dati broj pozitivan realan broj. Dalje, kubiranjem datog izraza proizilazi 


da je 

2—-v5+3{|(2— VS) (2+V5) +3% (2-5) (2+V5) +2+V5 
4+32 (2-5) (2+v5) (Ve-vs+/a2+rv8) 
4+3%4—5-5. 


Dakle, dati broj 6 zadovoljava jednačinu 


53 


| 


5 + 35b—4= 0, (17.1) 
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koja se može napisati u obliku (5 — 1} + 35— 3 = 0, odnosno 


0 
0. 


(6—1)(8+5+1)+3(56—1) 
(b—1)(02 +5+4) 


U 


Očigledno da je b1 = 1 jedno rješenje jednačine (17.1). Preostala dva rješenja su 
rješenja jednačine 52 + b+ 4 = 0. No, očigledno je diskriminanta ove jednačine 
negativna, pa su njena rješenja konjugovano kompleksni brojevi. Slijedi da mora 
biti b = 51. Dakle, b = 1, pab€ O. |m 


3x—2 1 
Primjer 17.2. Ako je f{!(1+2) = _=_ za = £ —3/2, odrediti f (=) 


Rješenje: Prvo je potrebno odrediti f'(x). Smjenom t = 1+2 (2 £4,t41/2) 
dobije se I 
3(t—2)—2_ 3t—8 


f(t) = 2(t—2)+3| 2t-1 
odnosno 
fa) = ZG (A?) 


Obzirom da je f_'(f—}(x)) = f(z), za svako z za koje su f(z) i f' (x) defini- 
sane, može se zaključiti da je potrebno naći inverznu funkciju funkcije 


32—8 
— f1(+) 
y=f ()= 1 


Dalje, zamjenom promjenljivih = +? y dobije se 


_ 3—_8 
— Ww-1 
odakle slijedi da je 
z—8 
v=f(e)= 73 
odnosno I 
Va 8 
f(m) 1 _3 14-32 (og 1478): 
r1—4 


Do istog rezultata se može doći i na drugi način. Obzirom da vrijedi da je 
f(f{}(x)) = x za one vrijednosti x za koje je funkcija f(x) invertibilna, na 
osnovu uslova datog u zadatku, slijedi da je 


1+6+2)=2+2=1 (255), 
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—2 
dobije nepoznata x 


32 
odakle se smjenom t = 


22 +3 
_ 3t+2 
TU 32% 
kao i f(t) 
3t+2 -t+8 t—8 
f9= 3— 2" +4= 3—2% 2t—3 


što je u skladu s prethodno dobijenim izrazom za f(z). 


Postupak koji bi rezultirao netačnim rješenjem je direktna zamjena r 4} y u 
početnoj relaciji (zbog toga što vrijedi da je f(f '(x-+2)) = x+2, a ne f(f_!(z+ 
2)) = 1). O 


Primjer 17.3. Naći sva realna rješenja jednačine |2x— Za|+|a + 1— 2|= (r+1|, 
gdje je a pozitivan realan parametar. 


Rješenje: Definiciono područje jednačine je skup R. Podapsolutne funkcije su 
linearne funkcije čije su nule 3a/2, a + 1 i —1, respektivno. Prema, definiciji 
apsolutne vrijednosti slijedi da je 


Ja 
27 — da, 21—3a 20, 212 — 
|122—3a| = 7 
—(21—3a), 221—3a = 0, (dinu 
a-+1— 2, a+l—rxr20, ra+l 
l|e.+1—z2| = 
-(a+1—zr), a+1—21£50, 5 a+1 
2+1, T1+120, r2-1 
+1| = E 
RALU = 2+140, 1-1. 


Obzirom da je a pozitivan realan broj, to su nule članova ili podapsolutnih funk- 
cija koje su funkcija parametra a pozitivne. Dakle, najmanja kritična tačka koja 
određuje slučajeve koji se trebaju posmatrati je —1. U slučaju kada je r £ —-1 
data jednačina se svodi na x = 2a + 1. Također, obzirom da je a 5 0, to je 
i dobiveno potencijalno rješenje pozitivno, te samim time ne zadovoljava uslov 
£ £ 1, odnosno nije rješenje date jednačine. 


Dalje, razmatranjem vrijednosti koje zadovoljavaju uslov da je zx 2 —1 vrijedi 
le +1|=2+1. Preostale dvije kritične tačke koje određuju slučajeve, odnosno 
nule preostale dvije podapsolutne funkcije, zavise od vrijednosti parametra a, pa 
je potrebno razmotriti dvije situacije. 


(a) Neka je 3a/2 2 a + 1, odnosno a 2 2. Znak podapsolutnih funkcija može 
biti prikazan sljedećom tablicom. 
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P7 —0o a+1 3a/2 00 


22 — 3a 


a+1l—-? 


U slučaju kada je zx € {—1, a + 1) jednačina se reducira na 
-(2r—3a) +(a+1—2)=2%+1, 


odnosno z = a. Uslov a £ a+ 1 je zadovoljen za sve a € R. Obzirom da je 
a2 2, to je i uslov z 2 —1 zadovoljen, odnosno = = a je rješenje jednačine 
za vrijednosti parametra a 2 2. 


Razmatranjem slučaja kada je z € |a + 1, 3a/2), dobije se jednačina 
-(221—3a)—-(a+1—-2)=2%+1, 
odnosno zx = a — 1. Kako dobivena vrijednost ne zadovoljava uslov z € 
(a+ 1,3a/2|, takvo x nije rješenje jednačine. 
Dalje, za x € (3a/2, +00), jednačina je oblika 
22 — 3Za—- (a+1—2)=2+1, 


odnosno r = 2a + 1. Uslov 2a + 1 S 3a/2 je zadovoljen za a 5 —2, od- 
nosno za sve vrijednosti parametra a koje su trenutno od interesa (a 2 2). 
Također, vrijedi da je z 2 5 (zbog a 2 2), te je zadovoljen i uslov z 2 —1. 
Stoga je z = 2a + 1 rješenje jednačine za vrijednost parametra a 2 2. 


Neka je 3a/2 £ a + 1, odnosno a £ 2. Znak podapsolutnih funkcija može 
biti prikazan sljedećom tablicom. 
s —0O 3a/2 a+1 + 
2z — 3a 


a+l—_z 


U slučaju kada je r € (—1, 3a/2), dobije se jednačina oblika 
-—-(21—3a) +(a+1—2x)=2+1, 


odnosno = = a. Uslov a £ 3a/2 je zadovoljen za sve a € R. Obzirom da je 
a 5 0, to je i uslov z 2 —1 zadovoljen odnosno s = a je rješenje jednačine 
kada vrijednost parametra zadovoljava uslov a £ 2. 


Za = € (3a/2,a + 1|, jednačina poprima oblik 


21—3Ja+(a+l—-z)=Tr+1l. 
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Može se zaključiti da se jednačina svodi na a = 0, što je suprotno pretpos- 
: tavci za a, pa u ovom slučaju jednačina nema, rješenja. 


U slučaju kada je z € (a+ 1, 100), data jednačina se reducira na jednačinu 
21z—3a—(a+1—21)=1+1, 


odnosno zx = 2a + 1. Uslov 2a 415 a+lje zadovoljen za sve a € Rt. 
Takođe, i uslov zx 2 —1 je zadovoljen, odnosno z = 2a + 1 je rješenje 
jednačine kada vrijednost parametra zadovoljava uslov a x£ 2. 


Konačno za svako a € R? skup rješenja jednačine je dat sa {a,2a + 1}. O 


Primjer 17.4. Naći sve vrijednosti realnog parametra p tako da ne postoji ni- 
jedno realno rješenje jednačine z + log, ,3(97 +3p) = 0. 


Rješenje: Prvo je potrebno odrediti definiciono područje date jednačine, slijedi 


da mora biti 
3 


971+3p 2 0, 
97 = -3p. 
Može se primijetiti da za p 2 0 nema ograničenja na promjenljivu z (eksponen- 


cijalna funkcija je pozitivna za sve vrijednosti realnog argumenta), dok zap = 0 
mora, biti ispunjen uslov da je z S logg (—3p). 


Dalje je moguće transformisati jednačinu u sljedeći oblik 


1\7 
97 13p= (;) ; 


koja se smjenom t = 3?, t:5 0, može svesti na kvadratnu jednačinu 
2 —t+3p=0. 


U nastavku su razmotrene situacije kada dobijena kvadratna jednačina, ne daje 
rješenje polazne jednačine. 


(a) U slučaju kada je D £ 0, odnosno 1 — 12p £ 0, to jeste p = 1/12 dobijena 
kvadratna jednačina nema realnih rješenja, pa ni polazna jednačina. 


(b) Polazna jednačina nema rješenja u slučaju kada. za dobijenu kvadratnu jed- 
načinu vrijedi D 2 0, ali su oba rješenja negativna. Zbog uslova t£ 5 0 ne- 
gativna rješenja ne rezultiraju rješenjima polazne jednačine. Uslov D 2 0 
implicira da je 1—12p 2 0, odnosno p £ 1/12. Rješenja dobijene kvadratne 


jednačine su data sa 
_1+VI-12p 
ZLSNN: ZJA 


41,2 (17.2) 


'odakle se jasno vidi da je barem jedno rješenje pozitivno, odnosno ne može 
se desiti da postoje dva negativna rješenja za £. 
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(c) Polazna jednačina nema rješenja u slučaju kada je D 2 0, ali definiciono 
područje isključuje dobivena potencijalna rješenja. Kao u slučaju (b), uslov 
za diskriminantu implicira da je p £ 1/12. 


Obzirom da za p 2 0 nema ograničenja za promjenljivu x, jednačina ima ba- 
rem jedno rješenje (barem jedno dobiveno t je pozitivno) za sve vrijednosti 
parametra p € |0,1/12), pa ovaj skup ne zadovoljava traženi uslov. 


Za, vrijednosti parametra p € (—00,0) potrebno je ispitati da li dobijena 
potencijalna rješenja zadovoljavaju uslov definicionog područja. Izp = 0 je 
1—12p2 1, pa za rješenja data sa (17.2) vrijedi 


Zaključuje se da £; ne rezultira rješenjima po =, dok se za t2 dobije 
48, 22- ES — 
rx = 1083 (172 PE) ! 


Potrebno je provjeriti da li dobivena vrijednost r zadovoljava uslov defi- 
nicionog područja. Traba da bude zadovoljeno z 5 log (—3p). Pošto je 


1 
10g9 (—3p} = 7 !og3(—3p) = logz V—5p, slijedi da treba da bude zadovoljeno 


1+y1l=-—12p 

10g3 (57) = log vV_3? 
1+yl—-12 
PM ak = —3Pp, 


2 
(1+:/1—12p)2 = (2,/—3p)?, 
/1—12p 25 -1. 


Dakle, dobiveno rješenje zadovoljava uslov definicionog područja, te samim 
tim jednačina ima rješenje. Slijedi da posmatrani skup za vrijednosti para- 
metra p u ovom slučaju ne zadovoljava traženi uslov zadatka. 


Konačno, može se zaključiti da jednačina nema nijedno realno rješenje za p = 
1/12. 


Primjer 17.5. Odrediti sva realna rješenja bikvadratne jednačine 


1)? 1 
s( -?) -25(s-2)+12=0 
Pri ri 
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Rješenje: Definiciono područje date jednačine je z £ 0. Nakon što je određeno 
definiciono područje, bikvadratna jednačina se jednostavno može svesti na kva- 
dratnu smjenom t = 1 — 1/2x. Rješenja svedene kvadratne jednačine 


312 — 12.54+ 12 = 0 


= — 12.5 6 V156.25— 144. 12.5+3.5 

t1,2 = — GET GT 
odnosno, t; = 8/3 i ta = 3/2. Svako od rješenja svedene kvadratne jednačine 
sada treba. uvrstiti u smjenu i izračunati rješenja početne jednačine. Za t£; = 8/3 
dobije se sljedeće 


(SC) 
8 

n 

| 

$ a 
I | 
ww BI 
II I 
BD wIGX 


pa su rješenja data sa 


8 £ V64+ 36 
£1,2 = 
6 
! 3 
21 = 3 =s2 = 
dok se za t1 = 3/2 dobije 
1_3 
Oz 2 


T 
222 — 31—2= 0, 


pa su rješenja data sa 


3+V9+16 
T3,4 = Sd Nv 
%3 = 2 24 = Ž:; 


Dakle, sve realna rješenja početne bikvadratne jednačine pripadaju skupu A, pri 
čemu je A = {—1/2,—1/3, 2,3}. O 


Primjer 17.6. Odrediti dužinu hipotenuze pravouglog trougla čije dužine stranica 
čine geometrijski niz, ako je obim tog trougla 19 cm. 


Rješenje: Neka su sa a, b i c označene dužine stranica posmatranog trougla, pri 
čemu su a i b dužine kateta i a £ b, a c je dužina hipotenuze. Koristeći se uslovom 
zadatka da stranice trougla čine geometrijski niz slijedi da je a = k,b =k gi 
c=k-8?, a iz date vrijednosti za obim je 


O=a+bte=k+k-g+k- A =19 cm, 
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pa je 
k.(1+g+2)=19 cm. 


Primjenom Pitagorine teoreme slijedi da je 
kk+kt.}=k2.g). 
odnosno 
1+g8=g'. 


Uvođenjem smjene £ = g?, t 2 0 dobijena jednačina četvrtog stepena se može 
svesti na kvadratnu jednačinu 1? —t— 1 = 0, čija su rješenja 


, = LIG 
SREDNJE" 
1—v5 
{2 = 20 
Iz uslova nenegativnosti na £ proizilazi da je rješenje t2 potrebno odbaciti, pa je 
1+v5 
4= ake Sada slijedi da je 
19 
= c 
1+4+2 
v5 
1+v5 
2 19. a? 19- 


=— ————LLEVS=DLo OM. 


c=k-:g = -——,; "M = 
1+ O + 2 


Primjer 17.7. Baza uspravne prizme je jednakostranični trougao. Ukoliko je 
poznato da je poluprečnik opisanog kruga oko baze R = 2 cm, odrediti površinu 
baze prizme, te površinu prizme u slučaju kada je njena zapremina jednaka za- 
premini kocke stranice ax = 2 cm. 


an 


Rješenje: Neka je sa a označena dužina stranice jednakostraničnog trougla koji je 
baza posmatrane prizme. Odnos između poluprečnika R. opisanog kruga i visine 
h, odnosno dužine stranice a jednakostraničnog trougla dat je relacijom 


2 a/3 

3 3 
odakle, je a = RY/3. Površina baze prizme može se izračunati korištenjem formule 
za određivanje površine trougla preko poluprečnika opisanog kruga, odakle je 


3 
Boa 2e_ - zao). = 3V3 cm. 
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Dalje, iz informacije o zapremini prizme je 
V=BH=a}=8 cm, 


pa se može izračunati visina prizme 


Slijedi da je površina prizme 


P=2B+M=2B+ 30H = 6Vv3+ 16 cm? = 26.39 cm?. 


Primjer 17.8. Odrediti 1 u nizu brojeva: 162), 2(3), 118), Š(z), 22(7). 


Rješenje: Uočavanje odnosa između brojeva u datom nizu moguće je jedino uko- 
liko svi elementi imaju istu bazu. Dati elementi prikazani u dekadnom broj- 
nom sistemu imaju sljedeće vrijednosti 12) = 100), 23) = 200), s} = ao), 
22(7) = 1600). Na osnovu date prezentacije elemenata može se zaključiti da je 
dati niz elemenata zapravo geometrijski niz sa količnikom g = 2, te je nedostajući 
element 82) = 810), Pa je z = 10. 


Primjer 17.9. Odrediti realni broj x za koji su brojevi log2, log(27—1) i 
log (27 + 3) tri uzastopna člana aritmeličkog niza. 


Rješenje: Uzastopni članovi aritmetičkog niza su a = log2, b = log(27— 1) = 
a+die = log(2" +3) = a+ 2d. Kako je a poznate vrijednosti, diferencija d 
može biti iskazana kao 


27—1 
d= log(2" — 1) — log2 = log 3— 


Ukoliko takva vrijednost diferencije bude uvrštena u izraz za treći član aritme- 
tičkog niza, dobije se sljedeća jednačina 


a+2d 
(22— 1)? 
2 


log (27 + 3) 
27 43, 


koju je moguće jednostavno riješiti uvođenjem smjene t = 2?, t 2 0), jer se reducira 
na kvadratnu jednačinu t2? — 44— 5 = 0. Rješenja dobijene kvadratne jednačine 
su t; = -li ta = 5. Rješenje £; se odbacuje, jer ne zadovoljava postavljeni uslov 
nenegativnosti, pa je traženo rješenje t = 5. Slijedi da je 


_ log5 


TU Tog2 


tražena vrijednost realnog broja =. O 
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Primjer 17.10. Odrediti šesti član i sumu prvih deset članova geometrijskog 
niza kome je prvi član l1/i, a količnik 1 + 1, gdje je i imaginarna jedinica. 


Rješenje: Šesti član geometrijskog niza može se napisati u obliku a6 = 018". 
Kako je g = 1 +i, potrebno je odrediti peti stepen datog kompleksnog broja, što 
je najlakše učiniti prikazivanjem datog broja u trigonometrijskom obliku. Slijedi 
da je 


d = (1+2 = (VE) (cos Z tisnZ) = 42 (2 = 2). 


Prema tome, šesti član datog geometrijskog niza je aa = -4+ 41. 
10 


y= 
Suma prvih deset članova je $19 = 81 I - =1+— 321. O 


17.2. Zadaci za samostalan rad 


Zadatak 17.1. Cijena nekog proizvoda se. prvo povećala za 10%, a zatim se 
nakon nekog vremena smanjila za 10%. Odrediti koliko je finalna cijena različita 
u odnosu na početnu cijenu. 


Zadatak 17.2. Odrediti broj koji se poveća za 2107 kada mu se dopiše cifra 1 s 
desne strane. 


Zadatak 17.3. Prilikom rješavanja jednog zadatka iz matematike, 12% učenika 
nije riješilo zadatak, 32% učenika je djelomično riješilo zadatak, a ostatak od 14 
učenika je zadatak tačno riješilo. Odrediti broj učenika u razredu. 


Zadatak 17.4. Data je funkcija f (x) = x + 3. Odrediti rješenje jednačine 


4 
f()+f(+2)}=f(6)+/" (-) ; (250). 
Zadatak 17.5. Data je funkcija f (x) = ax + 3, koja zadovoljava relaciju f (2) + 
f(3)} = f (6). Odrediti vrijednost f—! (-2) 


V2 
z+1 ,2018 
Zadatak 17.6. Neka je Minkedja definisana sa f I 


za £ € (-cx,1/2) U (1/2, o). Odrediti vrijednost AFC). 


— 2427 41 


Zadatak 17.7. Odrediti zbir svih realnih rješenja jednačine 
2va + 4745: 271 1 2/z = 22212. 542 + 27 + 4. 


Zadatak 17.8. Odrediti broj realnih rješenja jednačine 


1/3 . 21080 227 L 1 +, /2 . 2log,g 22 +9= 1 /13. 20810 22 —_ 4, 
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Zadatak 17.9. Odrediti ukupan broj realnih rješenja sistema jednačina 


Thy) Ty 5 


2 2 
=— = 20. 
z-—y z+y 2' SOTy 


Zadatak 17.10. Odrediti broj realnih rješenja jednačine 27 = 1? — 22. 


Zadatak 17.11. Odrediti realan parametar a tako da jednačina 
|'z—1|+|2—2|+|1—3|=a 
ima 4 realna i različita rješenja. 


Zadatak 17.12. Duž AB podijeljena je tačkom M na dijelove koji se razlikuju 
za 12 cm. Odrediti dužinu duži AB, ako je središte manjeg dijela pet puta bliže 
tački A nego tački B. 


Zadatak 17.13. Dužine stranica pravouglog trougla čine aritmetički niz. Odre- 


diti dužinu hipotenuze tog trougla ako je njegov obim 12 cm. F 


Zadatak 17.14. Neka su a i b dužine kateta, a ta, t;, t, redom dužine težišnica 
koje odgovaraju katetama a, b i hipotenuzi c pravouglog trougla. Odrediti 


t2 bi} 412 
a? + b? 
Zadatak 17.15. Rješenja proporcije 
(y+1)}:(y—x):(logz(y+1)+2):(2—4)=3:1:2:4 


u redoslijedu x, y, z su prva tri uzastopna člana aritmetičkog niza. Odrediti sumu 
prvih n, članova tog niza. 


Zadatak 17.16. Rješenja jednačine 


V(z— 3} =4(3+ Vr—3) 


predstavljaju prvi i dvadesetdeveti član rastućeg aritmetičkog niza. Odrediti sumu 
prvih 30 članova tog niza. 


Zadatak 17.17. Odrediti z i y iz skupa R za koje brojevi 87+1%82%, 2T7—l|oB82y_{ 
5y čine + aritmetički i geometrijski niz. 


Zadatak 17.18. Kompleksan broj z ima osobinu da je Re(z) četiri puta veće od 
Im (z). Odrediti koliko puta je Re (2?) veće od Im (2?). 


Zadatak 17.19. Dati su kompleksni brojevi z, = k+1+ti-(k—1l) iza = 2-k—i-k. 
Odrediti vrijednost realnog parametra k za koju je količnik z,/2z2 realan broj. 


Zadatak 17.20. Odrediti vrijednost y € R iz proporcije 


cost :cos2x:cosdr=1l:2:y. 
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Primjeri prijemnog ispita 


18.1. Primjer prijemnog ispita | 


_2 a 
Zadatak 18.1. Vrijednost izraza (404 (33) t) . (4-025— (33) U) 
iznosi: 


(a) £ (c) 2 (e) nijedan od odgovora 
(6) -ž (d) $ (a), (b), (c) i (d). 


Rješenje: Može se primijeniti formula za razliku kvadrata, a zatim osobine raču- 
nanja sa stepenima. Slijedi da je 


(em + (sv) ?) I (40% _ (sv3) T) = (4—025)2 — (Gvi) 
(et) = ((s : at) = 2(-1)2 — z(t+2)-(-3)2 


SE 


(= 


Zadatak 18.2. Neki posao može završiti 77 radnika za 70 dana. Ako želimo 
da se isti posao završi za 49 dana, pod pretpostavkom da svi radnici imoju isti 
učinak, trebamo povećati broj radnika zo: 
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(a) 33 (ce) 7 {e) nijedan od odgovora 
(o) 110 (d) 21 (a), (b), (c) i (d). 


Rješenje: Kako povećanje broja radnika uzrokuje smanjenje broja dana potreb- 
nih za obavljanje posla potrebno je koristiti obrnutu proporcionalnost. Neka, je 
sa x označen broj potrebnih dana, a sa y broj radnika is = 1 -y. Zaz = 70 i 
y = 77 je s = 70+ 77 = 5390. Slijedi da je za z = 49, y = s/z = 110. Dakle, da 
bi se posao uradio za 49 dana potrebno je 110 radnika, broj radnika koje treba 
dodatno angažovati dobije se kada od ovog broja oduzme broj radnika koji su 
već angažovati. Dakle, potrebno je povećati broj radnika za 110 — 77 = 33. mi 


Zadatak 18.3. Izraz 


a+b a-—b 
a—b a+b 
a—b a+b 
3+6'. a—) 


je, uz uslove a £ £b, ekvivalentan izrazu: 


(a) Pu (c) 1 (e) nijedan od odgovora 
(b) —Ećzz (d) -1 (a), (b), (ce) i (d). 


Rješenje: Pravila računanja s razlomcima, formule za kvadrate zbira i razlike 
omogućavaju da se dati izraz, uz navedene uslove, pojednostavi 


a+b a—b (a+ 5)? — (a — b)? 
ab ab _— (a—D)(a+b) A? +2ab+5? — (a? — 206 +") 
a-b a+b | (a—D2+(a+b)2 | a2+2ab+b2? + a? — 2ab + b? 
a+5'a-b = (a—O)}(a+b) 

4ab. 2ab 


202 +282 a2+b2' 
O 


Zadatak 18.4. Sva rješenja jednačine |3— x| + 4r = 5|2+2|— 13 u skupu 
realnih brojeva su: 


(a) ze {8} U (8, +00) (e) s € {—- 4,3} (e) nijedan od odgovora 
(b) = € |8,+00) (d) ze {12 (a), (b), (e) i (d). 


Rješenje: Prema, definiciji apsolutne vrijednosti je 


Beale 3—T2, 2£=3 
—(3—2z), 123 


2 2 —2 
12+x|= 2, Z2 
-(2+2), 1214-2, 
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pa proizilazi da je potrebno posmatrati tri slučaja. 

U slučaju x £ —2 jednačina se reducira na 3 — 2 + dz = 5(—2 — 1) — 13, što 
je ekvivaklentno sa 8% = —26, pa je rješenje prvog slučaja r = —13/4. Treba 
primijetiti da dobiveno rješenje zadovoljava postavljeni uslov slučaja. 

U slučaju —2 £ x £ 3 jednačina se reducira na (3— 1) + 4x = 5(2+21)— 13 = 0, 
odnosno r = 3, pa je rješenje drugog slučaja z = 3. 

U slučaju x 5 3 jednačina se reducira na -3+2+42 = 5(2+2)—13, odnosno —3 = 
—3, što je identički zadovoljeno za sve realne vrijednosti r koje zadovoljavaju 
postavljeni uslov. Dakle, konačno rješenje ovog slučaja je r € (3, Hoo). 


Konačno rješenje je z € {—13/4} U {3} U (3, Hoo) = {—13/4} U (3, Hoo). O 
Zadatak 18.5. Ostatak pri dijeljenju polinoma A(x) = 19+2215+33—12324+2+1 
polinomom B(z) = —x— 1 je: 


(a) —14 (le) -6 {e) nijedan od odgovora 
(t) 14 (d) 6 (a), (b), (ce) i (d). 


Rješenje: Ostatak pri dijeljenju polinoma A{(x) polinomom B(z) isti je kao i 
ostatak pri dijeljenju polinoma A(r) polinomom —B(x) = z+1. Prema Bezuovoj 
teoremi slijedi da je traženi ostatak jednak broju A(—1). Kako je A(—1} = 
(—-1)$ + 2(—1)5 + (-1)3 — 12(—1)2 + (1) +1 = —14, to je i traženi ostatak 

4. " (mi 


Zadatak 18.6. Data je funkcija f(x) = 2x— 4. Rješenje jednačine 
FS + f(e+1) = (7) +f{(-64/2) 
je: 
(a) A (c) -1 {e) nijedan od odgovora 
(5) 4 (d) 1 (a), (b), (e) i (d). 


Rješenje: Kakoje f(x) = 21—4, to je f(1} = 2—4 = —2, f(x+1) = 2(1+1)—4 = 
21—2i f(7) = 14—4= 10. Osim toga je 


pa je 


uz uslov zx £ 0. Data jednačina postaje 


-2+21—2 = 10——+2 
2 
27 —82+16 = 0 

Hm 

(r—4)2? = 0. 


Njeno rješenje je x = 4. "| 
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Zadatak 18.7. Dužina ivice baze pravilne šestostrane piramide, čija je bočna 
ivica dva puta duža od ivice baze i čija je zapremina 96 cm? iznosi: 


(a) a= 4 cm (c) a=2/3 cm {e) nijedan od odgovora 
(b) a=2 cm (d) a = V3 cm (a), (b), (e) i (d). 


Rješenje: Baza pravilne šestostrane piramide je pravilni šestougao, čija površina 
se može izračunati koristeći jednakostranične trouglove koji ga čine. Slijedi da je 
a2,/3_— 3023 


B=6- Zi 5 — 


Visina H piramide se može izračunati primjenom Pitagorine teoreme na trougao 
kojeg čine ivica baze a, bočna ivica b i visina F. Iz uslova zadatka je. 


H = VB —a82= Vlad = 03. 


Iz formule za zapreminu je 


BAH_ 1 3a2/3 3a% 
Vamjp=g ze 
2 2 
odnosno a = + V = g' 96 cm? = 64 cm", pa je a = 4 cm. O 


Zadatak 18.8. Polinom drugog stepena koji za x = 1/2 dostiže svoju minimalnu 
vrijednost y = —9/4, a z = —1 je njegova nula je oblika: 


(a) f(x) =22—2x2—2 (ce) f(x) =2%2+22+1 (e) nijedan od odgovora 
(b)} f(x) =—-22+2+2 (d) f(x) = 2? +2x—1 (a), (b), (ce) i (d). 


Rješenje: Polinom drugog stepena je oblika f(x) = a2? + bx + c. Desna, strana 
posljednje relacije je kvadratna funkcija, pa da bi imala minimalnu vrijednost 
neophodno je da bude a = 0. Osim toga, minimalna vrijednost se dostiže u 
—-b — (b—dac) 1... -bB_ 1. —(P_ da) 9 
KVEESEVTIN = Slijedi daje Ga 2! Tag = nu 
Iz uslova da je z = —1 nula datog polinom slijedi da je a(-1)2—5b+c= 0. Dakle, 
vrijednosti koeficijenata a, b i c potrebno je odrediti iz sistema 


tjemenu T' = 


—2b = 2a 
—4(b? — 4ac) = 364 
a—b+ec=0. 


Slijedi da je a = 1, b = —1, c = —2. Dakle, traženi polinom je f(z) = 1? —x— 
2. 


Zadatak 18.9. Neka je data jednačina 227 + 3z + 2 = 0. Jednačina čija su 
rješenja recipročne vrijednosti kvadrata rješenja date jednačine je oblika: 
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(a) 422 zx +4=0 (c) 22? +Ar 4 =0 (e) nijedan od odgovora 
(b) 422 +x—4=0 (d) 22 — 4x+4=0 (a), (b), (c) i (d). 


Rješenje: Tražena jednačina je oblika y? + py + g = 0 (varijabla je označena sa y 
da, bi se jasno razlikovala od varijable date jednačine), pri čemu je 


Ba 22 + 2} (z2 + mm)? — 22122 
Dp = -(n+m)=-(4+%) ==—gR= OG G 
mio 02% (m122)? (2122)? 
j gi 1 I 1 
= 1U%2 E (1 GE G. 
xx} 2%% (rima)? 
Iz date jednačine, prema Vietovim pravilima je zx; + 212 = —3/2 i 1,22 = 1, paje 


p=—(9/4—2)=-I1/dig=1. 
1 
Data jednačina je y? — 7 + 1 = 0, odnosno 472 —- y + 4 = 0. Ukoliko je varijabla 
označena sa zx jednačina poprima oblik 422 —7+4= 0. EI 
Š 
Zadatak 18.10. Rješenje jednačine V3%1 — /22+1 = /31—3 | {/25-2 je: 


(a) zx = -1/5 (c) = —5 (e) nijedan od odgovora 
(b) zx = —1 (d) x=5 | (a), (b), (ce) i (d). 


Rješenje: Data jednačina se može napisati u obliku 


t—1 =—3 =z—-—2 


3-3 =2% 42%, 


Koristeći osobine stepene funkcije ekvivalentna je jednačini 


37" (3—1) =2% (1+2), 


z—-2 


. s + a 5=3_ s . % = . "= 
odnosno jednačini 3" —! = 27%" —!, koja se može napisati u obliku 


pa jez — 5 = 0, odnosno T = 5, o 


Zadatak 18.11. Skup svih rješenja nejednačine log,= (22 _ 1) S log, 4 (u skupu 
realnih brojeva) je skup (uz ograničenje na slučaj logaritma s pozitivnom bazom 
koja je različita od 1): 


(a) (1,2) (e) (V17, +oo) (e) nijedan od odgovora 
(b)} (V5, +oo) (d) (—00, 1JU (2, +oo) (a), (b), (c) i {(d). 


Rješenje: Definiciono područje date nejednačine je skup 


{zER:32-15 042 50432 Z1A290}, 
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to jeste interval (1, +co). Početna nejednačina se može transformisati u oblik 
l0g,2 (12 — 1) 2 l10g,2 42. 


S obzirom da je je baza posmatranog logaritma veća od 1 na posmatranom do- 
menu, slijedi da mora biti 2? — 1 5 16, odnosno |x| = V17. 


Iz presjeka skupa određenog posljednjom nejednakosti i definicionog područja 


slijedi da je skup svih rješenja zadane nejednačine interval (/17, +00). O 
: o oi o 
Zadatak 18.12. Vrijednost izraza ma iznosi: 
(a) -/2 (c) V3 {e) nijedan od odgovora 
(b) V2 (d) V2/2 (a), (b), (c) i (d). 


Rješenje: Izraz se može transformisati, a zatim mogu biti iskorištene osobine 
trigonometrijskih funkcija kako slijedi 
sin53"? — sin37? sin (45? + 8%) — sin (45? — 8%) 
2cos2412—1 2 cos? (452 — 49) — 1 
2 cos45" sin 8? 
2 (cos45% cos 4" + sin 45% sin 4) — 1 
242 sin 8% 
PI 
2 (£) {cos4? + sin4")? — 1 
2 sin 8% 2 sin 8% 
V/2 sin8 V2 sin = 2. 


(cos? 4" + 2 sin 4" cos4? + sin? 42) — 1 sin 8% 


|(m 


Zadatak 18.13. Skup svih rješenja, u skupu realnih brojeva, trigonometrijske 
jednačine 4 sin x sin(7a) = 4sin?(4x) — 1 zadat je formulom: 


(a) = £$+ ka, (le) sx=+5+ 52, (e) nijedan od . odgovora 
(k€EZ) (kEZ) (a), (b), (e) i (d). 

(b) = 21 (d) = + + 
(k (k € Z) 


Rješenje: Koristeći osobine trigonometrijskih funkcija jednačina može biti pojed- 
nostavljena na sljedeći način 


4sinxsin(7%) = 4sin"(4x) — 1 
, 208(62) = cos(8x)} 41 = — = 
2 cos(6x) — 2 cos(87) = 1—2cos(8z) 
1 


cos(6r) = SU 
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pa je rješenje dato sa 


6 = Z+2kz, (k € Z) V6z = 2 + 2km, (k € Z) 
T_kY 


5 


Zadatak 18.14. Sve vrijednosti realnog parametra m za koje jednačina cos + 
6 


sin" z = m ima realna rješenja su: 
(a) meE{},1| (le) m € (1, | (e) nijedan od odgovora 
(b) me (-4,1| (d) me |-1,—-}}U(1,1)| = (a), (b), (c) i (d). 


Rješenje: Transformacija date jednačine može biti izvršena na sljedeći način 


cos 1 + sin = m 
(cos? 1)? + (sin z)) = m š 
(cos? z + sin? z) (cos' = — cos? z sin? z + sin z) = m 
cost z — cos? zsin" 2 + sing =om 


II 


902 A 
(cos? z + sin? z) m + 3 cos? z sin? z, 


pa primjenom osnovnog trigonometrijskog identiteta ona poprima oblik 


1 = m+3cos'zsintz 
1—m = 3coglzsin'z 
4 : 
z) —m) = Acoslzsintz 


(sin(2x))?. 


am) 


Može se iskoristiti ograničenost funkcije sinus. Slijedi da je —1 £ sin(2z) £ 1, 
odnosno nakon kvadriranja 0 £ (sin(2x))? £ 1, paje 0 £ z —mM) £ 1, odnosno 
O £4—-41m= 3, to jeste m € (1/4,1|. O 
Zadatak 18.15. Vrijednosti realnog parametra k za koji tri različite prave date 


svojim jednačinama kz+y+1=0, 1+ky+1l=0i12x—3y-+1 = 0 prolaze kroz 
istu tačku pripadaju skupu: 


(a) {1} (e) {—2,2} (e) nijedan od odgovora 
(b) {-2,1} (d) {2} (a), (b), (c) i (d). 


Rješenje: Treba odrediti vrijednost realnog parametra k za koju sistem sačinjen 
od jednačina datih pravih ima tačno jedno rješenje. Iz posljednje jednačine je 
x = (37 — 1)/2, pa se prve dvije jednačine reduciraju na y(3k + 2) = k—_—2 i 
y(3 +2k) = —1, pa slijedi da je 

k_—2  -1 

3k+2 | 2k+3 
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odnosno k? + k—2 = 0, uz ograničenja k £ — zi kA _} . Slijedi da je k = 2 ili 
k=1. Drugo rješenje implicira da su prve dvije jednaćine identične, te dati skup 
ne zadovoljava pretpostavku da su tri prave različite. Dakle, traženo rješenje je 
k = —2, odnosno traženi skup je {—2}. o 


Zadatak 18.16. Poluprečnik kružnice opisane oko trougla čiji su vrhovi A(3,2), 
B(2,—3) iC(—2,5) je: 


20 28 $e 
(o) FSSavSr JA (0) Tera VEL JA (e) S) ki )zrikikt 
Lin na 4/, H . 
VRČTAVBIVU (d) JVSTVA 


Rješenje: Površina zadanog trougla se može izračunati koristeći date vrhove, sli- 
jedi da je 
1 1 
P= 5 |3(-3 — 5) + 2(5— 2) + {—2)}(2+ 3)| = HM |—28| = 14. 
Dužine stranica datog trougla su I 


|AB| = /(3— 2) + (2 + 3)% = V26 


Ga. = 
= |BC|= /(2+2)2 + (—3— 5)? = V80 = 45 
ce = ICA| = V(-=2— 3) + (5—2)2 = V34. 


be e 
Veza, poluprečnika opisane kružnice i površine data je formulom P_ = JP. pa je 


abc V26+4V3- V34_ VI3B- VS VIT 

AR 4-.14 7 

Dakle, nijedna od vrijednosti ponuđena u odgovorima (a), (b), (c) i (d) nije tačna. 
Tačan odgovor je (€e). (mi) 
Zadatak 18.17. Neka je w = —i2917 — 72016 — 373, gdje je i imaginarna jedinica, 
tada je modul kompleksnog broja z = |3— 4i| + w? g dat sa: 


(a) |z| = VI1OS (c) |z| = 1 (e) nijedan od odgovora 
(b) |z| = V2S8 (d) |z| = 8 (a), (b), (c) i (d). 
Rješenje: Prema osobinama stepenovanja imaginarne jedinice je w = —20IT _ 


12016 — 333 = -4—1— 3(— = Sada je 


z = |B_lij}+W -0= V9+16+ (2 — 1)? - (2-1) 
; 2i+1 i 
= —-4— yk ee 
S+(-4—4i+1)+ rb 
. 2+1 2 +i 8 13 
= PIJE =2— ES a je, 
4i+ — 4i+7 33 3" 


Slijedi daje {|z| = NE + 19 233, m 


Zadatak 18.18. Suma prva tri člana geometrijskog niza je , a suma prvih šest 
članova tog niza je = 3367. Pryi član posmatranog jeometrijskoj niza je: 
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(a) a, = 3Z/4 (c) a, =2 (e) nijedan od odgovora 
(b) a = 4/3 (d) a =1 (a), (b), (c) i (d). 


Rješenje: Neka je sa S, označena suma prvih n članova geometrijskog niza. Vri- 
1—g" 
he 

niza. Prema podacima iz postavke zadatka je 


jedi da je $,, = 01 ,g4 1, gdje je a1 prvi član, a g količnik posmatranog 


__ 1—8_37,, __ 1—G_ 3367 
NeMjag gg Ujag Ma 


Se 1—g9 91 


Si 1-8 64 


Uvođenjem smjene g? = £, posljednja relacija se reducira na kvadratnu jednačinu 


Slijedi da je 


91 1 
1—{2 = aa —t), odnosno (1—t) (: +t_ a = 0. Prvo rješenje £ = 1 nije od 


interesa, jer implicira g = 1. U drugom slučaju je t = 27/64, pa je.g = 3/4. Iz 
sume prva tri člana sada proizilazi da je a1 = 2. im 


Zadatak 18.19. Broj načina na koji možemo odrediti šifru. od deset karaktera 
koji pripadaju skupu {0,1} tako da nije zastupljen isti broj karaktera 0, kao i 
karaktera 1 iznosi: ' 


{a) 252 (ce) 1024 (e) nijedan od odgovora 
(b) 772 (d) 210 — 25 (a), (b), (ce) i (d). 


Rješenje: Traženi broj može biti određen tako što se odredi ukupan broj šifara 
sa karakterima iz zadatog skupa i umanji za broj šifara koje imaju osobinu da su 
oba karaktera zastupljena isti broj puta. 


Ukupan broj šifara od deset karaktera iz skupa od dva elementa je 2!% = 1024, 
jer za svaku poziciju postoje dvije opcije. Treba odrediti broj šifara u kojima 
je zastupljen isti broj pojavljivanja svakog od karaktera. Obzirom da, je šifra 
sačinjena od 10 karaktera, da bi imala jednak broj karaktera 0, kao i karaktera 
1 zaključuje se da i jednih i drugih mora biti po 5. Važno je uočiti da ukoliko 
su poznate pozicije cifre 1 tada su potpuno određene pozicije cifre 0. Slijedi da 
je broj šifara koje imaju jednak broja pojavljivanja oba karaktera jednak broju 
načina, na koji može biti izabrano pet pozicija na kojima se nalaze cifre 1 i jednak 
je broju podskupova veličine 5 iz skupa od 10 elemenata. Taj broj je 


CT) _ 10! 6-7-8-9-10 — 30240 


= ——— FE DD = 252. 
5 5 


5151 120 120 


Dakle, 252 šifre imaju jednak broj pojavljivanja oba karaktera. Traženi broj je 
1024 — 252 = 772. ' " 


Zadatak 18.20. Oznaka a(;) je oznaka broja a zapisanog u brojnom sistemu s 
bazom b. Suma 10102) -+ 10103) + 10104) jednaka je broju: 
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(a) 30304 (c) 3006 e) nijedan od odgovora 
(4) (6) I 
(b) 30306) (d) 12700) (a), (b), (c) i (d). 


Rješenje: Da se izvrše naznačena računanja može biti korišten dekadni brojni 
sistem 


10102) = 1040) 


101043) 30610) 
10104) = 68410) a 


IH 


Slijedi da je 10102) + 10103) + 10104) = 1060) + 30109) + 6810) = 10810). Kako 
je 108 = 3. 36 = 3+62 + 0-6! +0-.6" slijedi da je 10840) = 3006), pa je i 
10102) + 10103) + 10104) = 3006). 


Napomena, zadatak se može riješiti i računanjem u nekoj drugoj bazi. O 


18.2. Primjer prijemnog ispita II 


Zadatak 18.1. Radnik završi 45 % nekog posla za 3 sata. Da završi 3/4 tog 
posla, (radeći pod istim uvjetima), potrebno mu je: 


(a) 5 sati (c) 6.6 sati 
(b) 6 sati (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 


Zadatak 18.2. Zbir tri broja je 80. Ako podijelimo prvi broj sa drugim dobije se 
količnik 3 i ostatak 3, a ako se treći broj podijeli s prvim opet se dobije količnik 
3 i ostatak 3; Nijedan od brojeva nije jednak nuli. Razlika prvog i drugog broja 
sabrana sa trećim brojem je: 


(a) 41 (c) 70 
{b) 53 (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 
221+3  22—3 1 1 

Zadatak 3. = š -— |j 

ada 18.3. Jzraz (= = = (= 3 i) je, uz uslove 
ss +7; ekvivalentan izrazu: 

(a) r i (c) 4z 

(b) 22 (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 


Zadatak 18.4. Sve vrijednosti promjenljive x za koje je izraz |4x — 2| 1 — 2 
negativan su: 


(a) ze (0, 3) (c) ze (0,2) U (3:3) 
(b) = € (—co,0) U ($, 100) (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 


Zadatak 18.5. Ostatak pri dijeljenju polinoma P(x} = 225 + 224 + 22? —122+1 
polinomom O(x) =1—1 je: 
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(a) 2 (c) 16 
(b}) 6 ke kai od odgovora (a), (b) i (c). 


Zadatak 18.6. Ako je f '(x+2) = onda je (4 - ;) jednako: 


= -+ - 
19—4zx = = = 
(a) —30 - TTr (e) 7301 72 
42 + 19 {d) ledi. od odgovora (a), (b) + (c). 
(6) 72 — 30 


Zadatak 18.7. Površina baze pravilne trostrane prizme je /3 dm?, a omjer 
visine prizme i ivice baze je 5: 2. Zapremina te prizme je: 


(a) 53 dm? (ce) SV3 dm? 
(b) 23 dm? (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 


Zadatak 18.8. Vrijednosti realnih parametara p i g takvih da funkcija y = 1? — 
2pr — g ima minimalnu vrijednost —3 za x = 1 su: 


(a) p=-1,g=1 (c) p=1,g=2 
(b) p=1,g=1 (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 
1 
Zadatak 18.9. Ako su zi i x2 rješenja jednačine 227%+32-)-1. = 0, izraz sea 1" 
== ima brojnu vrijednost jednaku: 

(a) 1/6 (e) -1/6 

(b) —-7/6 (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 
Zadatak 18.10. Rješenje jednačine /2z+1. 4/2 = 0.125 je: 

(a) z = —-3/13 (ce) zx = 3/2 

(b) z = —3/2 (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 


Zadatak 18.11. Neka je data jednačina log vVr—_5+ 7 log: (21—3)+1=0. 
Sva rješenja (u skupu realnih brojeva) date jednačine su: 


(a) = € {1/2,6} (c) rx € {6} 

(b) = € {6,9} (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 
Zadatak 18.12. Ako je cosxu = 4/5131/2 X a £ 27, onda je sina jednako: 

(a) —3/5 (c) -/3/5 

(b) 3/5 (d) nijedan od odgovora {a), (b) i (c). 


sin 37%" — sin 53% 


Zadatak 18.13. Vrij i —_ 
adatak 18.13. Vrijednost izraza IT — 2 cos2 410 


iznost: 
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(a) --V2 (ce) 22 
(b) V2 (d) nijedan od odgovora (a), (t) i (c). 


2 


Zadatak 18.14. Data je trigonometrijska jednačina sin? x— cos? 1—3sinx+2 = 


0. Sva rješenja na segmentu |0,2m| date jednačine su: 


T T ST TT 2x 
(o se( 32} (c) 1 € 32 
7 ŠT (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 


(b) = € S) 


4 
Zadatak 18.15. Prava ima jednačinu y = —7? + 4. Površina trougla kojeg 
zaklapa data prava sa koordinatnim osama je: 


(a) 12 kv.jedinica (c) 4 kv.jedinica 
(b) 6 kv.jedinica (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 


Zadatak 18.16. Tačka M čije je rastojanje od prave 22 + y— 3 = 0 jednako 5, 
a jednako je udaljeno i od tačaka A(4,—3) i B(2,—1), ima kordinate: 


(a) M JE ili M(2,—5) (c) M P— ili M(1,—4) 
(b) M(1,4) ii M(—1,—4) (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 


Zadatak 18.17. Neka je z = -2i+1. Realni i imaginarni dio kompleksnog broja 


s= — — 134, gdje je i imaginarna jedinica, su: 
(a) Re(s) = 1/2, Im(s) = 0 (ce) Re(s} = 1, Im(s) = 2 
(b) Re(s) = 0, Im(s} = —2 (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 


Zadatak 18.18. U aritmetičkom nizu je a2 = 8 i a4 = 18. Zbir trećeg i desetog 
člana je: 


(a) 43 (ce) 116 
(o) 61 (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 


Zadatak 18.19. Petocifrenih brojeva u čijem zapisu se nalazi barem jedna cifra 
4 je: 

(a) 37512 (ce) 30951 

(b) 52488 (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 


Zadatak 18.20. Oznaka a) je oznaka broja a zapisanog u brojnom sistemu s 
bazom b. Suma 1234) + 567(g) jednaka je broju: 


{a) 40248) (c) 69010) 
(b) 402(10) (d) nijedan od odgovora (a), (b) i (c). 
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18.3. Primjer prijemnog ispita III 


Zadatak 18.1. Za rješenja 11, ra kvadratne jednačine z?% + br bc = 0 po 
nepoznatoj z, vrijedi da je z} + 13 = 259 i 11 + 12 = 7. Koliko iznosi x1 + 12? 


(a) 4 (c) 7 
(b) 6 (d) 14 
Zadatak 18.2. Koliko realnih rješenja ima jednačina /2? + 1=1—22?? 
{a) nijedno (c} dva 
(b)} jedno (d) četiri 
Zadatak 18.3. Parametar k za koji kvadratna jednačina 1?+(3k—2)2+5k+3 = 
0 ima jedno rješenje 1 = —2— 31%, gdje je i imaginarna jedinica, je: 
(o) 1 (c) 2 
(b) 7 (d) 4 


Zadatak 18.4. Rješenje nejednačine /r+6 £ 1 — 6 je svaki realni broj z za 
koji vrijedi: 

(a) z € (10, +oo) (c) z € (3, 6) 

(b) z € (3,10) (d) z € (—co, 3) U (10, Hoo) 


Zadatak 18.5. Rješenje jednačine (1+1)" = (1—1)", gdje je m iz skupa cijelih 
brojeva Z, a i je imaginarna jedinica, je: 


(a) m=4k,k€EZ (c) n=4k—3, kEZ 
(b) m=2k+1,k€EZ (d) n=2k, ke Z 


Zadatak 18.6. Ako za kompleksni broj z vrijedi Re (E)) = Im (C)) = 1, 


gdje je i imaginarna jedinica, tada je arg(z): 


(a) r/4 (ce) r 
(6) 0 (d) —r/A4 
Zadatak 18.7. Vrijednost izraza 20134) + 20135) — 20136) iznosi: 
(a) 2013 (c) 48 
(b) 3 (d) —6039 


Zadatak 18.8. Ukupan broj rješenja jednačine cosi = — sin2x koja pripadaju 
segmentu (—r,m} je: 
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(a) 2 (c) 4 
(o) 3 (d) 5 


Zadatak 18.9. Rješenje logaritamske jednačine log 1 + logg 2 + ž logyz = je: 


(a) zx =8 (c) z=4 
(b) zx =2 (d) z=9 


x?+2 
Zadatak 18.10. Rješenje eksponencijalne nejednačine 0.577 2 4 je svaki re- 
alan broj x za koji je: 


(o) |z| £1 (c) |x| £2 
{b) |z| 2 1 (d) |x| 2 2 
Zadatak 18.11. Vrijednost izraza sin" (E) + cost (=) iznosi: 
(a) 5/8 (c) 9/8 
(5) 11/8 (d) 7/8 


Zadatak 18.12. Ako je zbir trećeg i petog člana aritmetičkog niza 22, a šesti 
član je 17, zbir drugog i četvrtog člana je: 


(a) 14 {ec) 10 
(b) 12 (d) 16 
: BAR ei a a b 

Zadatak 18.13. Pojednostavljenjem izraze (3 _ E) . (3 = 2) u skupu 
realnih brojeva, ako je a,b £ 0, a £ —b dobije se: 

(o) (e) 1 

b (d) _—2b_—_ 
6) = (a + b)? 


Zadatak 18.14. Koliko rješenja u skupu prirodnih brojeva imo, nejednačina 
log}: (1— log; x) 2 0? 


(a) 2 (ce) 4 
(6) 3 (d) 5 


Zadatak 18.15. Kružnica poluprečnika r = 2 dodiruje pozitivan dio x—ose i ima 
centar na pravoj y = 2%. Jednačina te kružnice je: 


(a) (z—1)% + (y—2)2 =4 (c) (z + 2) + (y+1)2=4 

(b) (u+12+(y+2{=4 (d) (2) +(y— 1)? =4 
Zadatak 18.16. Ako je ostatak pri dijeljenju polinoma 25 + 232? + az + b poli- 
nomom 2? + z + 2 jednak 72 + 7, onda je a — b jednako: 
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(a) 0 (ce) 2 
(b) i (d) 3 


Zadatak 18.17. Poznat je položaj tačaka T,(—1,1) i Tz(1,2). Prava p prolazi 
kroz središte duži TIT, a okomita je na pravac koji prolazi tačkama T, i T,. 
Jednačina prave p je: 


(a) y = —-2x+3/2 (c) y = -x+1/2 
(b) y = 221 — 3/2 (d) y=21—1/2 
Zadatak 18.18. Prosti faktor polinoma x" — 57? + 4 nije: 
(a) z—1 (ce) n—2 
(o) z+1 (d) 1—3 


Zadatak 18.19. Koliko ima parnih četiverocifrenih brojeva kojima je zbir cifara 
jedinica i desetica 4? 


(a) 270 (e) 1500 
(b) 4500 (d) 450 


Zadatak 18.20. Ako jetga = 0.5 (7 £ a £ 37/2), tada je sina + cosa: 


3 1 
(a) NG (c) NG 
(6) A (d) Ni 


Rezultati zadataka za samostalan 
rad i primjera prijemnih ispita 


Poglavlje 1 
1.1 201 

70 
1.2 (ax 1, 0) VEzVi, (ce) VIA, (d) VSJaĐ s 1 z (Vs0- y?) 
1.3 — 
1.4 2 

3 
1.5 A = 70000 

8 

1.6 M== 


1.7 Uputa: Racionalisati lijevu i desnu stranu jednakosti. 
1.8 A=4 
1.9 (a) 2 (VizI + VO5+ Y 25), (b) V3— Y2 


1.10 (a) 2? = 16 = 2 = 4 (jer je z 5 0), y? = 12 5 y = 23 (jer je y 2 0), (b) 7+ 43 = 
(2+v3)', {c) A= V3 


ki 
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Poglavlje 2 

2.1 P(z) = O(r)S(z) + R(x), S(x) = 227 + 1 +2, R(2) =x—1 
2.2 R(z) = 14 

2.3 R(r) = 22 +1 

2.4 P(s) = (= + 1)5 — S(e + 1974 + 11(s + 193 — (a + 1)? — 8(2 + 1) + 20 
2.5 a=5,b=5, P(z) = (cx — 1)2(e + 3B)(2e + 1}(2? + r +1) 
2.6 A=4 

2.7 R(x) = 61 

2.8 A=32 

2.9 a=-4,b=6,c=-—2 

2.10 P(—2) = 24 

Poglavlje 3 


3.1 {a} A(£) = PETET)T (t) Bl} = = 


22 +6 
+5 


3.2 (a) D={zER:2$1}, (b) C(x) = 2 


= 


3.3 D(r,y) = 7" 


t£0,y£O,zrFy 


1 


3.4 (a) E = sp 


(t) F = abe 


3.5 (a) G(x) = x— 1, (b) H(z) = =, (c) I(x) = 3 


t— 


—, ($) K(y) = u —2, (o) La) =2 


3.6 (a) J(c) = 


37 (a) M(ž,y) = LJETI, (b) Nu) = 2, (o) Ploy) = EVE, (d) Ao) = 
s =z 
zyhlY sy l) 


3.8 A= B = {žabe 


3.9 A=B=|m— 1|/a1 25, A— B=0 
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Poglavlje 4 


4.1 (a) z€E 1, (5) zx = -3 


4.2 (x0,90) = (E. =) 


NG nm 
4.3 m= {gg Vm=2 
3 
44 mE (22) 
4.5 k=1 


-1 
4,6 m€ (550) U (0, 2) 
47 11 12 =4 
23% Zf a —a 
4.8 (a) z € {—2,—1,1,2}, (b) z€ 41, —, — }, (c) z€ s b,—b, —, — 
5 3 5 bb 
4.9 VrER 
4.10 mEG 
Poglavlje 5 
4 
5.1 z1 = a 22 =2 
5.2 s=—{ 
5.3 =—-,T)=— 
Ti 6 za 
54 2€) 


5.5 2) = -4, 2 = —2, 13 = 0, 14 = 2 


5.6 = € (3, too) U {0} 


3 5 
5.7 x€ ( 2) u (22) 


5.8 z € (|-7,-3) U (1, 5) 


220 Rezultati zadataka za samostalan rad i primjera prijemnih ispita 


5.9 rx € (—-8,—2) U (2,8) 


11 5 1 5 
5.10 r€ (-—%| U 2-2) 


Poglavlje 6 
6.1 (a) zx =4, (tb) = 1 


6.2 (a) re {—5,2}, (b) zx = 2 
30 
6.3 -—-——, 
s€{ 127 s} 
6.4 1=7 


6.5 (a) z€ (—1,3), (bh) z € (= Ž) U G +2) 


74 
f —oco, —2| U |5, — 
6.6 r€E (-x, u =) 


6.7 rx € (-70) U (2, +) 


6.8 z € (0, +oo) 


6.9 z€ (1 V33,0| U PLfAva i) 


2 
9, a € (00, 0) 
6.10 ze {(1—2Va,1+2/a), a€ (0,1) 
(-a,1+2/a), a € (1, +oo) 
Poglavlje 7 
y3 


71 A= 
2 km 
7.2 B(a) = tgla, af keZ 
7.3 Cr) = 34 
5 
7.4 Jednačina nema realnih rješenja. 


1 4 2k 
7,5 x= arte +7+ z kEeZ 


36 3' 
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ke RE 
2 4 


ao s (5) (tPv)u (nt) (RS) 


Poglavlje 8 


1 
VrS Jarotg2+ 2) Az +km k€EeEZ 


81 r=9 
8.2 n=1 
5 
8.3 21' = 
1'%2 Zi 
8.4 22 +22=2 
8.5 1=1 


8.6 zi + Ir2 = —2 


8.7 r€ PHI 
8.8 z € (0,2) 
se se |(slo |A 


8.10 z € (-x,—3) 
Poglavlje 9 

9.1 11 = 2,12 = 3 
9.2 1 = 26 

9.3 r=2 


9.4 x; = 1000, z2 = 1071 
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9,5 r=1 


9.6 9 52527 
3 
9,7 x€E (2-1) U (—1,0) U (0, 3) 


9.8 VIOO£x£10 

9.9 14212 

9.10 z € (—-00,—2) U (+) 
Poglavlje 10 

10.1 d= V5 

10.2 A;(—1,4) 

10.3 yu rx = 0 

10.4 zx tyym = 0 

10.5 18 +ys= 

10.6 za + ya = 5 

10.7 dmin = 2 

10.8 dun = 5 

10.9 1+y—3=0 

10.10 k=3 

Poglavlje 11 

11,1 n2— ni =6 I 

11.2 n=8 

11.3 6 = V769 cm, c = 37 cm 
11.4 P = 2433 cm? 


11.5 y = 94" 
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11.6 a = 40%, 8 = 76", y = 152", 6 = 92% 
11.7 O = 405 cm 
11.8 d=4V2 cm 
11.9 d=6 cm 
11.10 P = 1 cm? 
25 
Poglavlje 12 
12.1 P = 300 + 753 cm?, d = 10/2 cm 
12.2 H =2V2 cm 
12.3 H = 4.626 cm, V = 100.155 cm? 
12.4 V = 80 cm? 


12.5 V =48x1 


12.6 r=,/2 
T 
3 
12.7 v={7 


12.8 V = 277 cm? 


VY\_1 


12.9 = 
Va 7 
12.10 P = 18V3vx cm?, V = 54 cm? 


Poglavlje 13 

13.1 (a) 1111011(2), (b) 1003(8), (c) 383(16), (d) 32058), (e) SLA (14) 

13.2 (a) 21540), (b) 46810), (c) 26100), (d) 98810), (e) 1310 410) 

13.3 (a) 55269), (b) 147248), (c) 75341), (d) 110220213), (e) TFEae) 

13.4 (a) 27516), (b) 10111101011(2), (c) 52748), (d) 20313344), (e) FODA 6) 
13.5 161.3351(68) 


13.6 XX) = 16010(8) 
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13.7 X(g) = 468); Sa) = 9616) 
13.8 63168) 

13.9 64869) 

13.140 1010110001(2} 


Poglavlje 14 

14.1 200 

14.2 733 

14.3 Pogledati primjer 14.6. 
14.4 192 

14.5 751085.944 sekundi 
14.6 850080 

14.7 2024 

14.8 136 

"14.9 4200 

14.10 4200 

Poglavlje 15 


15.1 a2 + a4 = 16 


15.2 a2 + as = 26 


15.3 le 
2 


15.4 S = 0 

15.5 d=1, S$100 = 4750 
15.6 n = 10 

15.7 ag = 160 


15.8 Naodatno = N—-2=3 
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3+V5 
2 


15.9 g= 
15.10 $1u = 429 


Poglavlje 16 
16.1 (a) Re(zi) = 4/5, Im (22) = 3/5, (6) Re(z2} = 0, Im (z2) = 2 


16.2 {a} Re(z) + Im(z) = 0, {6} Re(w) Im (w} = 0 


3 
16.3 (a) |z| = YAA, (6) k= 1/8 
164 z=1+1 
16.5 k = -18 


a 
16.6 z = -itg— 
z its7 


5 
16.7 (a) argw = G (b) |v| = 2 


16.8 (a) z=—29, (b) z =1—2/2—2V/ži 
16.9 (a) (2 — 42 +92 23, (b) (2 —1)2 +y3? =1, (z,y) £ (0,0) 


16.10 P = a 


Poglavlje 17 


17.1 Cijena se smanjila za 1%. 


17.2 234 
17.3 25 
17.4 1=-2 
1 V2 
17.5 fo} (-—) =-1- — 


17.6 f(f(2)) = 4 
17.7 11 = 1, 2 = 4, 1 + 212 = 5 


17.8 Jednačina ima jedno rješenje = = 500. 


226 Rezultati zadataka za samostalan rad i primjera prijemnih ispita 


17.9. (32, 2), (32,2), (-3V2, v2), (3V2,—v2) 

17.10 Broj realnih rješenja je 2. 

17.11 a € £), to jeste ne postoji realan parametar a za koji jednačina ima 4 rješenja. 
17.12 |AB| = 36 cm 


17.13 c=5 cm 


B+12+12 
17.14 ta th tt _3 
a? + b2 2 
irat Gal pu gu ga ta 
2 — "V=7. =—%y — 2? n= A 


17.16 xi = a1 = —5, 12 = a29 = 219, $30 = 3330 


" 
17.17 Trivijalni aritmetički (d = 0} i geometrijski niz (g = 1), z = loga 5, y = ae 


% 
17.18 Re(2?) = = Im (22) 
17.19 k = E 
17.20 y=5—3V3 
Poglavlje 18 (Primjer prijemnog ispita II) 
18.1 (a) 18.6 (d) 18.11 (c) 18.16 (c) 
18.2 (c) 18.7 (a) 18.12 (a) 18.17 (b) 
18.3 (c) 18.8 (c) 18.13 (6) 18.18 (b) 
18.4 (a) 18.9 (b) . 18.14 (a) 18.19 (a) 
18.5 (6) 18.10 (a) 18.15 (b) 18.20 (a) 
Poglavlje 18 (Primjer prijemnog ispita III) 
18.1 (a) 18.4 (a) 18.7 (c) 18.10 (a) 
18.2 (b) 18.5 (a) 18.8 (c) 18.11 (d) 


18.3 (c} 18.6 {d) 18.9 (d) 18.12 (d) 
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18.138 (d) 18.15 (a) 18.17 {a) 18.19 (a) 


18.14 (b) 18.16 (6) 18.18 {d) 18.20 (a) 
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